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Prefácio 


Esta coleção evoluiu a partir de sessões de treinamento para olim- 
píadas de Matemática, por mim ministradas para alunos e professores: 
do Ensino Médio, várias vezes ao longo dos anos de 1992 a 2003 e, 
mais recentemente, como orientador do Programa de Iniciação Cien- 


tífica para os premiados na Olimpíada Brasileira de Matemática das 


Escolas Públicas (OBMEP) e do Projeto Amílcar Cabral de coopera- 
ção educacional entre Brasil e Cabo Verde. 

Idealmente, planejei o texto como uma mistura entre uma Iniciação 
suave e essencialmente autocontida ao fascinante mundo das competi- 
ções de Matemátia, além de uma bibliografia auxiliar aos estudantes 
e professores do secundário interessados em aprofundar seus conhe- 
cimentos matemáticos. Resumidamente, seu propósito primordial é 
apresentar ao leitor uma abordagem de quase todos os conteúdos ge- 
ralmente constantes dos currículos do secundário, e que seja ao mesmo 
tempo concisa, não excessivamente tersa, logicamente estruturada e 
mais aprofundada que a usual. 

Na estruturação dos livros, me ative à máxima do eminente mate- 
mático húngaro-americano George Pólya, que dizia não se poder fazer 
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Matemática sem sujar as mãos. Assim sendo, em vários pontos dei- 
xei a cargo do leitor a tarefa de verificar aspectos não centrais aos 
desenvolvimentos principais, quer na forma de detalhes omitidos em 
demonstrações, quer na de extensões secundárias da teoria. Nestes ca- 
sos, frequentemente referi o leitor a problemas específicos, os quais se 
encontram marcados com * e cuja análise e solução considero parte in- 
tegrante e essencial do texto. Colecionei ainda, em cada seção, outros 
tantos problemas, cuidadosamente escolhidos na direção de exercitar 
os resultados principais elencados ao longo da discussão, bem como 
estendê-los. Uns poucos destes problemas são quase imediatos, ao 
passo que a maioria, para os quais via de regra oferto sugestões ou 
soluções completas, é razoavelmente difícil; no entanto, insto veemen- 
temente o leitor a debruçar-se sobre o maior número possível deles 
por tempo suficiente para, ainda que não os resolva todos, passar a 
apreciá-los como corpo de conhecimento adquirido. | 

O primeiro volume discorre sobre vários aspectos relevantes do con- 
junto dos números reais e de álgebra elementar, no intuito de munir o 
leitor dos requisitos necessários ao estudo dos tópicos constantes dos 
volumes subsequentes. Após começar com uma discussão não axiomá- 
tica das propriedades mais elementares dos números reais, são aborda- 
dos, em seguida, produtos notáveis, equações e sistemas de equações, 
sequências elementares, indução matemática e números binomiais; o 
texto finda com a discussão de várias desigualdades algébricas impor- 
tantes, notadamente aquela entre as médias aritmética e geométrica, 
bem como as desigualdades de Cauchy, de Chebyshev e de Abel. 

Dedicamos o segundo volume a uma iniciação do leitor à geometria 
Euclidiana plana, inicialmente de forma não axiomática e enfatizando 
construções geométricas elementares. Entretanto, à medida em que o 
texto evolui, o método sintético de Euclides — e, consequentemente, 
demonstrações — ganha importância, principalmente com a discussão 
dos conceitos de congruência e semelhança de triângulos; a partir desse 
ponto, vários belos teoremas clássicos da geometria, usualmente ausen- 
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tes dos livros-texto do secundário, fazem sua aparição. Numa terceira 
etapa, o texto apresenta outros métodos elementares usuais no estudo 
da geometria, quais sejam, o método analítico de R. Descartes, a tri- 
gonometria e o uso de vetores; por sua vez, tais métodos são utilizados 
tanto para reobter resultados anteriores de outra(s) maneira(s) quanto 
para deduzir novos resultados. 

De posse do traquejo algébrico construído no volume inicial e do 
aparato geométrico do volume dois, discorremos no volume três sobre 
aspectos elementares de funções e certos excertos de cálculo diferencial 
e Integral e análise matemática, os quais se fazem necessários em cer- 
tos pontos dos três volumes restantes. Prescindindo, inicialmente, das 
noções básicas do Cálculo, elaboramos, dentre outros, as noções de 
gráfico, monotonicidade e extremos de funções, bem como examina- 
mos o problema da determinação de funções definidas implicitamente 
por relações algébricas. Na continuação, o conceito de função contínua 
é apresentado, primeiramente de forma intuitiva e, em seguida, axio- 
mática, sendo demonstrados os principais resultados pertinentes. Em 
especial, utilizamos este conceito para estudar a convexidade de gráfi- 
cos — culminando com a demonstração da desigualdade de J. Jensen — 
e o problema da definição rigorosa da área sob o gráfico de uma fun- 
ção contínua e positiva — que, por sua vez, possibilita a apresentação 
de uma construção adequada das funções logaritmo natural e expo- 
nencial. O volume três termina com uma discussão das propriedades 
mais elementares de derivadas e do teorema fundamental do cálculo, 
os quais são mais uma vez aplicados ao estudo de desigualdades, em 
especial da desigualdade entre as médias de potências. 

O volume quatro é devotado à análise combinatória. Começamos 
revisando as técnicas mais elementares de contagem, enfatizando as 
construções de bijeções e argumentos recursivos como estratégias bá- 
sicas. Na continuação, apresentamos um apanhado de métodos de 
contagem um tanto mais sofisticados, como o princípio da inclusão 
exclusão e os métodos de contagem dupla, do número de classes de 
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equivalência e mediante o emprego de métricas em conjuntos finitos. 
A cena é então ocupada por funções geradoras, onde a teoria elementar 
de séries de potências nos permite discutir de outra maneira problemas 
antigos e introduzir problemas novos, antes inacessíveis. Terminada 
nossa excursão pelo mundo da contagem, enveredamos pelo estudo do 
problema da existência de uma configuração especial no universo das 
configurações possíveis, utilizando para tanto o princípio das gavetas 
de G. L. Dirichlet — vulgo “princípio das casas dos pombos” — um 
célebre teorema de R. Dilworth e a procura e análise de invariantes 
associados a problemas algorítmicos. A última estrutura combinatória, 
que discutimos é a de um grafo, quando apresentamos os conceitos bá- 
sicos usuais da teoria com vistas à discussão de três teoremas clássicos 
importantes: a caracterização da existência de caminhos Eulerianos, 
o teorema de A. Cayley sobre o número de árvores rotuladas e o teo- 
rema extremal de P. Turán sobre a existência de subgrafos completos 
em um grafo. 

Passamos em seguida, no quinto volume, à discussão dos conceitos 
e resultados mais elementares de teoria dos números, ressaltando-se 
inicialmente a teoria básica do máximo divisor comum e o teorema 
fundamental da aritmética. Discutimos também o método da descida 
de P. de Fermat como ferramenta para provar a inexistência de solu- 
ções inteiras para certas equações diofantinas, e resolvemos também 
a famosa equação de J. Pell. Em seguida, preparamos o terreno para 
a discussão do famoso teorema de Euler sobre congruências, constru- 
indo a igualmente famosa função de Euler com o auxílio da teoria mais 
geral de funções aritméticas multiplicativas. A partir daí, o livro apre- 
senta formalmente o conceito de congruência de números em relação a 
um certo módulo, discutindo extensivamente os resultados usualmente 
constantes dos cursos introdutórios sobre o assunto, incluindo raízes 
primitivas, resíduos quadráticos e o teorema de Fermat de caracteriza- 
ção dos inteiros que podem ser escritos como soma de dois quadrados. 
O grande diferencial aqui, do nosso ponto de vista, é o calibre dos 
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exemplos discutidos e dos problemas propostos ao longo do texto, boa 
parte dos quais oriundos de variadas competições ao redor do mundo. 

Finalmente, números complexos e polinômios são os objetos de 
estudo do sexto e último volume da coleção. Para além da teoria cor- 
respondente usualmente estudada no secundário, vários são os tópicos 
não padrão abordados aqui. Dentre outros, destacamos inicialmente 
a utilização de números complexos e polinômios como ferramentas de 
contagem e a apresentação quase completa de uma das mais simples 
demonstrações do teorema fundamental da álgebra. A seguir, estuda- 
mos o famoso teorema de I. Newton sobre polinômios simétricos e as 
igualmente famosas desigualdades de Newton, as quais estendem a de- 
sigualdade entre as médias aritmética e geométrica. O próximo tema 
concerne os aspectos básicos da teoria de interpolação de polinômios, 
quando dispensamos especial atenção aos polinômios interpoladores 
de J. L. Lagrange. Estes, por sua vez, são utilizados para resolver. 
sistemas lineares de Vandermonde sem o recurso à álgebra linear, os- 
quais, a seu turno, possibilitam o estudo de uma classe particular de 
sequências recorrentes lineares. O livro termina com o estudo das pro- 
priedades de fatoração de polinômios com coeficientes inteiros, racio- 
nais ou pertencentes ao conjunto das classes de congruência relativas 
a algum módulo primo, seguido do estudo do conceito de número al- 
gébrico. Há, aqui, dois pontos culminantes: por um lado, uma prova 
mais simples do fechamento do conjunto dos números algébricos em 
relação às operações aritméticas básicas; por outro, o emprego de po- 
linômios ciclotômicos para provar um caso particular do teorema de 
Dirichlet sobre primos em progressões aritméticas. 

Várias pessoas contribuíram ao longo dos anos, direta ou indire- 
tamente, para que um punhado de anotações em cadernos pudesse 
transformar-se nesta coleção de livros. Os ex-professores do Departa- 
mento de Matemática da Universidade Federal do Ceará, Marcondes 
Cavalcante França, João Marques Pereira, Guilherme Lincoln Aguiar 


Ellery e Raimundo Thompson Gonçalves, ao criarem a Olimpíada Cea- 
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rense de Matemática na década de 1980, motivaram centenas de jovens 
cearenses, dentre os quais eu me encontrava, a estudarem mais Ma- 
temática. Meu ex-professor do Colégio Militar de Fortaleza, Antônio 
Valdenísio Bezerra, ao convidar-me, inicialmente para assistir a suas 
aulas de treinamento para a Olimpíada Cearense de Matemática e pos- 
teriormente para dar aulas consigo, iniciou-me no maravilhoso mundo 
das competições de Matemática e influenciou definitivamente minha 
escolha profissional. Os comentários de muitos de vários de ex-alunos 
contribuíram muito para o formato final de boa parte do material 
aqui colecionado; nesse sentido, agradeço especialmente a João Luiz 
de Alencar Araripe Falcão, Roney Rodger Sales de Castro, Marcelo 
Mendes de Oliveira, Marcondes Cavalcante França Jr., Marcelo Cruz 
de Souza, Eduardo Cabral Balreira, Breno de Alencar Araripe Falcão, 
Fabrício Siqueira Benevides, Rui Facundo Vigelis, Daniel Pinheiro So- 
breira, Antônia Taline de Souza Mendonça, Carlos Augusto David Ri- 
beiro, Samuel Barbosa Feitosa, Davi Máximo Alexandrino Nogueira 
e Yuri Gomes Lima. Vários de meus colegas professores teceram co- 
mentários pertinentes, os quais foram incorporados ao texto de uma 
ou outra maneira; agradeço, em especial, a Fláudio José Gonçalves, 
Francisco José da Silva Jr., Onofre Campos da Silva Farias, Emanuel 
Augusto de Souza Carneiro, Marcelo Mendes de Oliveira, Samuel Bar- 
bosa Feitosa e Francisco Bruno de Lima Holanda. Os professores João 
Lucas Barbosa e Hélio Barros deram-me a conclusão de parte destas 
notas como alvo a perseguir ao me convidarem a participar do Pro- 
jeto Amílcar Cabral de treinamento dos professores de Matemática da 
República do Cabo Verde. Meus colegas do Departamento de Mate- 
mática da Universidade Federal do Ceará, Abdênago Alves de Barros, 
José Othon Dantas Lopes, José Robério Rogério e Fernanda Esther 
Camillo Camargo, bem como meu orientando de iniciação científica 
Itamar Sales de Oliveira Filho, leram partes do texto final e oferece- 
ram várias sugestões. Os pareceristas indicados pela SBM opinaram 
decisivamente para que os livros certamente resultassem melhores que 


Prefácio 


a versão inicial por mim submetida. O presidente da SBM, profes- 
sor Hilário Alencar da Silva, o antigo editor-chefe da SBM, professor 
Roberto Imbuzeiro de Oliveira, bem como o novo editor-chefe, profes- 
sor Abramo Hefez, foram sempre extremamente solícitos e atenciosos 
comigo ao longo de todo o processo de edição. O sr. Tiago Rocha, 
assistente editorial da SBM, foi de fundamental importância em todo 
o processo, tendo contribuído em muito para a formato gráfico final 
da obra. 

Por fim e principalmente, gostaria de agradecer a meus pais, Anto- 
nio Caminha Muniz Filho e Rosemary Carvalho Caminha Muniz, e à 
minha esposa Mônica Valesca Mota Caminha Muniz. Meus pais me fi- 
zeram compreender a importância do conhecimento desde a mais tenra 
idade, sem nunca terem medido esforços para que eu e meus irmãos 
desfrutássemos o melhor ensino disponível; minha esposa brindou-me 
com a harmonia e o incentivo necessários à manutenção de meu ânimo 
e humor, em longos meses de trabalho solitário nas madrugadas. Esta 
coleção de livros também é dedicada a eles. 


FORTALEZA, JANEIRO de 2012 


Antonio Caminha M. Neto 
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Para a segunda edição fiz uma extensa revisão do texto e dos pro- 
blemas propostos, corrigindo várias imprecisões de língua portuguesa 
e de Matemática. Adicionei também alguns problemas novos, no in- 
tuito de melhor exercitar certos pontos da teoria, os quais não se en- 


“contravam adequadamente contemplados pelos problemas propostos 


à primeira edição. Diferentemente da primeira edição, nesta segunda 
edição as sugestões e soluções aos problemas propostos foram cole- 
cionadas em um capítulo separado (o capítulo 8, para este volume); 
adicionalmente, apresentei sugestões ou soluções a praticamente todos 
os problemas do livro e, notadamente, a todos aqueles com algum grau 
apreciável de dificuldade. 

Especificamente para este volume, o capítulo 4 traz uma nova seção 
(seção 4.3), a qual foi deslocada do volume 4, a fim de dar maior con- 
sistência ao tratamento de sequências elementares que, agora, aborda, 
também sequências recorrentes lineares de segunda e terceira ordens. 

Por fim, gostaria de aproveitar o ensejo para agradecer à comu- 
nidade matemática brasileira, em geral, e a todos os leitores que me 
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enviaram sugestões ou correções, em particular, O excelente acolhi- 
mento desfrutado pela primeira edição desta obra. 


FORTALEZA, JANEIRO de 2015 


Antonio Caminha M. Neto 


CAPÍTULO 1 


O Conjunto dos Números Reais 


Este primeiro capítulo revisa e estabelece fatos essenciais a prati- 
camente todos os desenvolvimentos posteriores. Assumimos do leitor 
uma relativa familiaridade com as definições e conceitos básicos sobre 
conjuntos; assumimos também conhecidos os conjuntos dos números 
naturais, 


N= QLZO Aa 
dos números inteiros, 
O O ES cel 
e racionais, 


Q={7; abez b#0}, 


bem como as operações aritméticas elementares em tais conjuntos. 


Í 


2 O Conjunto dos Números Reais 
ÊTRE EEE E SE ET SS ES 


F . à 1 
Particularmente sobre números inteiros”, para à, be Z, coma 0, 
dizemos que a divide b se existe um inteiro c tal que b = ac; nesse caso, 
| ] Iv] É o mesmo 
denotamos a | b. Equivalentemente, dizer que a divide b é E | 
que dizer que o racional ? é um inteiro. Por exemplo, 13 divide 52, 
52 
uma vez que & = 4. | 
A | j É divisor de b, ou que b é 
Se a divide b, dizemos ainda que a é um divisor de o, q 
visi ão divide b (ou 
divisível por a; nesse caso, denotamos a | b. Se a não (ou, 
2 atb. Um inteiro n é par se 
equivalentemente, se 2 É Z), denotamos t Pe e 
2 | n; caso contrário, O inteiro n é ímpar. Assim, 0, +2, +4, T6,...s 
os inteiros pares, ao passo que +1, +3, +5, ... são os inteiros impares. 


j É E únicos 
Dados naturais a e b, com a £ 0, é bem sabido que existem 


inteiros q e r satisfazendo as seguintes condições: 
“b=a+r e 0<r<a. | - (1.1) 


A relação acima é conhecida como o algoritmo da aa, e os intel- 
ros q e r são denominados, respectivamente, O quociente e O aci da 
divisão de b por a. As condições (1.1) são frequentemente resumidas 
no diagrama 
b a 
r q 


Em particular, para a e b naturais e nas notações acima, a | b equivale 
: | 


a termos r =0eg=. | = | 

Dois inteiros não nulos a e b sempre têm um maior divisor posi- 
tivo comum, seu máximo divisor comum, (denotado mdc (a, b)); eo 
b são primos entre si quando mdc (a,b) = 1. Se um racional não 
nulo r admite a representação fracionária r = —, commen inteiros, 
então, simplificando os fatores comuns am en (i.e., cancelando o fa- 


tor mdc (m,n) em m e em n), obtemos uma representação fracionária 


IRemetemos o leitor ao capítulo 1 do volume 5 para uma discussão sistemática 


do que segue. 


1.1 Aritmética em R 3 


irredutível para r. Por exemplo, o racional = tem a representação fra- 
cionária irredutível =, obtida cancelando o fator 6 = mdc (—12, 18) 
do numerador e do denominador. 

Um inteiro p > 1 é primo se seus únicos divisores positivos forem 1 


e p; de outro modo, um inteiro p > 1 é primo se, para a € N, tivermos 


que 
2 ENS a[=l oup. 
a 
É um fato bem conhecido (cf. teorema 1.36 do volume 5) que o con- 


junto dos números primos é infinito, sendo seus elementos menores 
que 100 os números 


Ds Dr 111317, 19. 23 2031 37, 4 AAT do 
59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97. 


Um inteiro maior que 1 e que não é primo é dito composto. 

Também é bastante conhecido (cf. teorema 1.41 do volume 5) que 
todo natural n > 1 pode ser escrito como produto de um número finito 
de potências? de primos (seus fatores primos), e que tal maneira de 
escrevê-lo é única, a menos de uma reordenação de tais potências. Por 
exemplo, 9000 = 23.32.53 é a decomposição do inteiro 9000 em fatores 


primos. Essa propriedade é conhecida como o teorema Fundamental 
da Aritmética. 


1.1 Aritmética em R 


Costumamos representar números racionais em notação decimal. 


Para o racional 5, por exemplo, escrevemos : = 0,125 como uma 
abreviação para a igualdade 


l l 2 5 


s 0 102 7 10% 


*Para relembrar a definição e as principais propriedades de potências de um 
número, veja a discussão da seção 1.2. 
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WD ———————+ 


e dizemos que 0,125 é a representação decimal de 3 

Racionais há, entretanto, com representações decimais mais com- 
plicadas. Tomemos como exemplo o racional +, para o qual usual- 
mente escrevemos 


1 008333... 
12 


. . . | 1 
O que significa a igualdade acima? Imitando o caso do racional q, 
somos tentados a dizer que a igualdade acima é uma abreviação para 


1 8 3 3 3 
E a E 1.2) 
> To 10 "104 10 


É j os corretamente a 
Esse é, de fato, o caso, contanto que interpretem 


soma com um número infinito de parcelas do segundo membro. Rigo- 
rosamente falando, a igualdade (1.2) significa que, fixado a priori um 
erro máximo -+ = 0,00...01, temos 


w — 
1 (8 3.3 3 1 
ME E E E E EE EE SS E 
ET (+ st + +) < Tp 


para todo natural k > n; de outro modo, a igualdade (1.2) significa 
que todos os números Š + os T Ta Ss OE: com k > n, são apro- 
ximações por falta de 5 com erro menor ou igual que O, 00 ge). 


De fato, seguirá da proposição 4.12 que 


1 8 3 3 Ea TE 
5 (mto tia +) 3. 108º 


e, portanto, o erro na aproximação por falta acima de 4 será zir,» o 
qual é menor ou igual que o erro máximo mr sempre que k>n. E 
nesse sentido que devemos pensar na igualdade $ = 0,08333... 

Dé posse da discussão acima, uma pergunta que se coloca natural- 


é x . 3 
mente é a seguinte: dada uma sequência? qualquer (a1, a2, a3, ...) de 


3Conforme veremos na seção 1.1 do volume 3, uma sequência de números reais é 
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algarismos, podemos pensar em 
0,a1đa243 pai 


como a representação decimal de algum número racional, nos moldes 
da discussão acima? 

É possível provar (e o faremos no problema 2, página 10) que a 
resposta a tal pergunta será sim se, e só se, a lista (a1, a2, ag,.. -) for, 
a partir de um certo ponto, periódica, i.e., da forma 


(dig assasi Obio on ae pon sss sade S 
D ee” ee aa 


p p p 


(Em particular, para o racional 5 a lista em questão é (0,8,3,3,3,...), 
a qual é, claramente, periódica.) Portanto, se formos capazes de exibir 
uma lista de algarismos que não seja periódica a partir de ponto algum, 
concluiremos que a resposta geral à pergunta do parágrafo anterior é 
não! Vejamos um exemplo. 


Exemplo 1.1. A lista de algarismos (0,1,0,1,1,0,1,1,1,0,.. ), na 
qual há infinitos algarismos 0 e a quantidade de algarismos 1 após 
cada algarismo 0 é sempre igual à quantidade anterior de algarismos 
1 mais um, não é periódica a partir de nenhum ponto. 


Prova. Suponha, por contradição, que tal lista fosse periódica a par- 
tir de um certo ponto e que, a partir de tal ponto, os algarismos se 
repetissem a cada p algarismos, digamos. A regra de formação da lista 
garante que haverá uma posição a partir da qual toda ocorrência de 
um bloco de algarismos 1 sempre se dará com mais de p algarismos 1 
consecutivos. Portanto, o bloco de algarismos que se repetem deveria 


uma função f : N > R; entretanto, para nossos propósitos aqui, podemos pensá-la, 
como uma lista ordenada de números reais, i.e., uma lista de números reais na qual 
especificamos quem é o primeiro número da lista, quem é o segundo, o terceiro, 
etc. Discutiremos sistematicamente algumas sequências elementares no capítulo 4. 
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ser formado somente por algarismos 1, i.e., a lista deveria ser, a partir 
de certa posição, da forma (1,1,1,1,1,1,1,.. ). Mas, se tal ocorresse, 
então, a partir dessa posição, não mais poderíamos ter algarismos O, 


o que é uma contradição! 


Informalmente, podemos resumir a discussão acima evidenciando 
a seguinte deficiência do conjunto dos racionais: todo racional admite 


uma, representação decimal, mas nem toda representação decimal re- 


presenta algum racional. Nesse ponto, a fim de suprir tal deficiência, 
postulamos” a existência de um conjunto, O qual denotaremos R, 
contendo Q e possuindo as seguintes propriedades: 


(1) As operações de adição, subtração, multiplicação e divisão em 
Q se estendem aos elementos de R, gozando em R das mesmas 


propriedades que gozam em Q. 


(II) A ordenação dos elementos de Q se estende aos elementos de R, 
também gozando, em R, das mesmas propriedades que goza em 
Q; em particular, todo elemento de R é negativo, igual a zero ou 


positivo. 


(III) A toda lista (a1, a2, a3, .. .) de algarismos corresponde um único 
elemento x € R, no sentido da discussão do início deste capí- 
tulo, o qual será denotado x = 0, maças... Reciprocamente, a 
todo x € R correspondem um único inteiro m e uma única lista 
(a1, a2, a3, . . -) de algarismos, tais que x = m +), mapas... onde 
+ representa a operação de adição em R. 


4Um axioma ou postulado em uma certa teoria é uma propriedade imposta 
como verdadeira. Uma das características fundamentais da Matemática como 
ramo do conhecimento humano é a utilização do método axiomático, i.e., a 
aceitação do fato de que nem toda propriedade matemática pode ser deduzida a 
partir de propriedades matemáticas previamente estabelecidas, sendo necessária a 
adoção a priori de um conjunto de axiomas. De outro modo, há um ponto em que 
precisamos admitir que certas propriedades (os axiomas) sejam válidas per si, i.e., 


sem justificativa embasada na validade de outras propriedades. 
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Os elementos de R são denominados números reais e o conjunto R 
como um todo é o conjunto dos números reais”. 

No que segue, detalhamos o que cada um dos itens (1), (II) e (TIT) 
acima realmente significa. 

Postulamos que o conjunto R dos números reais é munido com duas 
operações, denotadas + e - e respectivamente denominadas (por ana- 
logia com as operações correspondentes em Q) adição e multiplicação, 
as quais satisfazem os axiomas (1) a (7) a seguir: 


(1) Consistência: para a,b € Q, o resultado a + b da adição de 
a e b é o mesmo, quer consideremos a adição usual de Q ou 
a operação correspondente em R. Analogamente, o resultado 
a:b da multiplicação de a e b é o mesmo, quer consideremos a 
multiplicação usual de Q ou a operação correspondente em R. 


(2) Comutatividade: as operações + e - são comutativas, i.e., são 
tais quea+b=b+aea-b=b-a, para todos a,b € R. 


(3) Associatividade: as operações + e - são associativas, i.e., são tais 
quea+(b+c)=(a+b)+cea-(b-c)=(a-b)-c, para todos 
a,b,c E R. | 


(4) Distributividade: a operação de multiplicação é distributiva em 
relação à de adição, i.e., é tal que a - (b+ c) = (a -b)+ la- ©), 
para todos a,b,c € R. | 


(5) Existência de elementos neutros únicos: os números racionais 0 
e 1 são elementos neutros, respectivamente, para as operações 
de adição e multiplicação em R, i.e., tem-se0+a= ael-a=a, 
para todo a € R. 


5 2 . . . . 
Há maneiras de certa forma mais construtivas de se introduzir o conjunto dos 
números reais (veja, por exemplo, [34], ou, para uma abordagem mais profunda, 


[12]). Nestas notas, optamos por uma abordagem que fosse a mais próxima possível 
da experiência prévia do leitor médio. 
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(6) Lei do cancelamento: se a, be R são tais que a -b = 0, então 
a=0o0ub=0. 
— (T) Existência de inversos aditivo e multiplicativo: se a ER, entao 
existe b € R tal que a +b = 0. Sea ER, a + 0, então existe 
beRtal quea-b=1. 
Gom decorrência das propriedades acima, temos as seguintes con- 
sequências importantes: 


(i) Unicidade do inverso aditivo: paraa € R, se b,b' € R são tais que 
arb=0ea+b' = 0, então a associatividade e a comutatividade 


da adição, juntamente com o fato de 0 ser elemento neutro para 
tal operação, nos dão 

| b=b+0=b+(a+b) | 

| | — (b+a) +b = (a +b) +b 

| =0+b =v. 


Portanto, o real a possui um único inverso aditivo, o qual será, 
doravante, denotado por —a, como feito usualmente para os ra- 
cionais. Segue de a + (—a) = O que a é o inverso aditivo de 


—a; portanto, de acordo com a notação estabelecida acimå para 
) 


inversos aditivos, temos —(—a) = a. 


(ii) Unicidade do inverso multiplicativo: para a E R a Æ 0, se b,b' € 

R são tais que a-b=1ea- -b =1, então b = b'. A prova deste 
| fato é totalmente análoga à do item anterior (cf. ra 3, 
página 10). Doravante, denotaremos O inverso eae de 
a € R, a £ 0, por a*, como é usual para os racionais. 


(iii) Para a € R, tem-se a: 0 = 0: a fim de verificar essa igualdade, 


denote a - 0 = e. Pela distributividade da multiplicação em 


relação à adição, temos 


E e=-a0=a-(0+0)=a-0O+ta-0=e+e 
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Por outro lado, usando o fato de que 0 é elemento neutro da 
adição e que tal operação é associativa, obtemos 


e=e+t+0=e+(e+(—e)) 
= (e + e) + (—e) 
D 


De posse das propriedades acima para as operações de adição e 
multiplicação de números reais, convencionamos (como é praxe em 
Q) omitir o sinal - da multiplicação, escrevendo simplesmente ab para 
denotar a - b. Observe, agora, que a associatividade e a comutativi- 
dade da adição e da multiplicação em R nos permitem adicionar ou 
multiplicar uma quantidade finita qualquer de números reais, sem nos 
preocuparmos com quais parcelas ou fatores devemos operar inicial- 
mente; o resultado final será sempre o mesmoº. 

Também, definimos as operações de subtração (—) e divisão (=) 
em R assim como em Q: para a,b € R, pomos 


a-b=a+(-b) e arb=ab”, 


com b * 0 neste último caso; ainda nesse caso, sempre que não hou- 
ver perigo de confusão com a representação fracionária do racional z 


escrevemos a/b ou £ como sinônimos de a + b. 


Problemas — Seção 1.1 


Rigorosamente falando, a validade dessa afirmação deveria ser demonstrada 
como um teorema, o que pode ser feito com o auxílio do princípio de indução finita 
(cf. capítulo 5). Todavia, a fim de tornar a leitura menos densa, optamos por nos 


apoiar na experiência prévia do leitor médio, assumindo tal propriedade sem uma 
demonstração formal. 
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1. * Estabeleça as seguintes propriedades de proporções: se a, b, c 
e d são inteiros não nulos, tais que $ = 5, então 

c atc 

d bd 


2. * Dada uma sequência qualquer (a1, a2, 43,- .) de algarismos, 
prove que o número real O,ajazas ... representa a expansão de- 


cimal de um racional se, e só se, a sequência (a1, a2,a3,.. ) for 


periódica, no sentido de (1.3). 


en l SETAE | N 
3 * Prove a unicidade do inverso multiplicativo em R p a 
cisamente, prove que se a +4 O é um número real e b,b € R são 


tais que a-b=a-b = 1, então b = V. 


4. Prove, a partir dos axiomas para adição e multiplicação de nú- 
meros reais, que —a = (—1)a para todo a E R. 


5. Em cada um dos itens a seguir, decida se o número em questão 
é racional, assumindo que o padrão sugerido até o aparecimento 
das reticências seja seguido a partir de então. Ademais, caso O 
número seja racional, escreva-o como fração irredutível: 


(a) 2,324444..... 

(b) 0,12121212.... 

(c) 2,1345454545... 
(d) 0,1234567891011121314.... 


1.2 A relação de ordem em R 


Em R, postulamos também a existência de uma relação de or- 
dem (i.e., uma maneira de comparar elementos de R), lenotada, por 
analogia com a relação correspondente em Q, > (lê-se maior ou igual 
que) e satisfazendo os axiomas (1) a (5°) a seguir: 


1.2 A relação de ordem em R | 1 
O SE EA TA O Su na o 


(1) Consistência: se a,b € Q e a > b em Q, então a > b em R. 
(2) Reflexividade: a > a, para todo a ER. 


(31) Antissimetria: se a,b E€ R são tais que a > beb > a, então 
a = b. 


(£) Transitividade: se a,b,c € R são tais que a > b e b > c, então 
a >c. 


(5') Dicotomia: para todos a,b € R, tem-se a > b ou b > a. 


No que segue, se a,b € R são tais que a > b e a Æ b, denotamos 
a > b (lê-se a maior que b). Escrevemos ainda a < b (lê-se a menor 
ou igual que b) como sinônimo de b > a, e a < b (lê-se a menor que 
b) como sinônimo de b > a. Para a € R, se a > 0 dizemos que a é 
positivo; se a < 0, dizemos que a é negativo. 

Impomos, ainda, à relação de ordem > em R, os axiomas (6°) e (7°) 
a seguir, os quais garantem — assim como em Q - sua compatibilidade 
com as operações de adição e multiplicação em R: 


(6) a>b&a-—-b>0. 
(T) a,b >0=a+b,ab> 0. 


A proposição a seguir coleciona mais algumas propriedades úteis 
da relação de ordem em R, as quais podem ser deduzidas a partir 
dos axiomas (1°) a (7') acima. Para o enunciado da mesma diremos, 
doravante, que dois números reais não nulos têm um mesmo sinal se 
forem ambos positivos ou ambos negativos. 


Proposição 1.2. Sejam a,b,c,d E€ R. 


(a) Se a > 0, então —a < 0, e vice-versa. 


b>0 > ab>0Q0 
b) Se a > 0, entã | 
(b) Se a então | 5 ID 
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; b>0 => ab<0 
(c) Se a < 0, então TEE TE 
d) a>b=srope> bs e. 
()Ja>be>d>a+re>b+d. 


c>0 > ac>be 


(f) Se a > b, então | CT sã a E 


(g) a #0 => >Q. 
(h) a>08&ż4>0. 
(i) Se a e b têm um mesmo sinal e a > b, então i<t, 
Prova. Provemos somente alguns dos itens acima; os demais ficam 
como exercícios (veja o problema 1, página 15). 
(a) Segue do axioma (6°) acima: | 
0>-160-(-a)>06a>0. 
(d) Novamente pelo axioma (6°), temos que 
a>b>a-b>0>(a+c)-(b+)>0>atc>b+e. 
(e) Usemos (d) e a transitividade de >: 


ED => arete 


l >ate>b+d 
c>d > b+c>b+d 


(f) Suponha c > 0 (o caso c < O é análogo). Segue de (6) e (7) que 


a>b>a-b>0=>(a-bc>0>ac—-be>0=>ac> bc. 
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e bi SN aa A 
em R estende a relação correspondente em Q). 


(i) Como a e b têm um mesmo sinal, segue de (b) e (c) que ab > 0. 
Assim, 5 > 0 pelo item (h) e, de b — a < 0, segue de (b) ou (c) que 


] 1 b—a 1 
——— = =(b-a).— <0. 
a.b ab PEN ab 
Por sua vez, (6”) garante que a relação acima equivale a L < L E 


Os itens (b) e (c) da proposição anterior são coletivamente conhe- 
cidos como as regras de sinal para a multiplicação de números reais. 

Para o que segue, dado r € R, definimos o quadrado de r, deno- 
tado r° (lê-se também r ao quadrado), como o número real r? = r - r, 
e o cubo de r, denotado r? (lê-se também r ao cubo), como o número 
real rº=r.r-r. Mais geralmente, para um dado n € N, definimos a 
nè (lê-se n—ésima) potência de r, denotada r”, como sendo r, caso 
n = 1, ou o número real obtido multiplicando-se r por ele mesmo n 
vezes, caso n > 1: 


Aqui, cumpre chamar a atenção do leitor para o fato de que a as- 
sociatividade da multiplicação de números reais, juntamente com o 
princípio de indução finita (cf. capítulo 5) permite provar que o re- 
sultado do segundo membro da igualdade acima independe da ordem 
em que efetuemos as multiplicações, de sorte que o número r” é bem 
definido. Os números reais r, 72, r3, ...são conhecidos coletivamente 
como as potências de expoentes naturais do número real r. O pro- 
blema 14, página 16, lista algumas propriedades operatórias úteis de 
tais números reais. 

Uma consequência importante das propriedades da relação de or- 
dem em R elencadas na proposição anterior é aquela constante do 


(h) Suponha a > 0. Se fosse 1 < 0, teríamos, pelo item (b), que 
1 


— a- t <0, o que é um absurdo (uma vez que a relação de ordem corolário a seguir. 
=q; > : | 


14 O Conjunto dos Números Reais 
Corolário 1.3. Sejam r um real positivoe men naturais, com m > n. 
Então: 

(0) 0O<r<l=>r”<r”. 

Destes 


Prova. 
(a) Como r é positivo, multiplicando por r ambos os membros da 


desigualdade r < 1, obtemos r2 <r. Multiplicando ambos os membros | 


dessa última desigualdade novamente por r, segue que r3 < r? e, daí, 
r3 < r2 < r. Prosseguindo dessa maneira, chegamos ao resultado 


desejado, 1.e., 
4 3 2 
RR A Ud T AT 


(b) A demonstração é essencialmente a mesma que aquela do item (a), 
com a diferença de que, inicialmente, temos 7 > 1. e 


Mostremos, no exemplo a seguir, como comparar certos números 


reais com o auxílio do corolário anterior. 


Exemplo 1.4. A fim de comparar os números 9100 + 9100 e 4100 por 


exemplo, basta ver que 


9100 is 9,100 < 9100 E 9,100 Ta 9100 
| = 99.97 =54.99 
< 64- 497 = 43 . 497 = 4100. 


Relações de desigualdade entre números reais serão estudadas em 
detalhe no capítulo 7; nessa ocasião, o corolário a seguir — em que pese 
sua simplicidade — desempenhará um papel de grande importância. 


Corolário 1.5. Para a,b € R, tem-se 
a? +b° > 0, (1.4) 


ocorrendo a igualdade se, e só se, a = b = 0. 
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Prova. Pelo item (g) da proposição 1.2, temos a”, b? > 0. Portanto, 
segue do item (d) daquela proposição que a? + b? > 0. Suponha, 
agora, que a O. Novamente pelo item (g) da proposição referida, 
temos a? > 0. Por outro lado, como b? > 0 ainda é verdade, o item 
(e) da proposição garante que a? + b? > 0. E 


Problemas — Seção 1.2 


1. * Prove os itens (b), (c) e (g) da proposição 1.2. 


à Prove qie: E eb dt am sra eae 
(Nes ara poi 99 | 100 7 


3. Para a e b reais positivos tais que a < b, compare (i.e., decida 
qual é o maior dentre) os números {H e %5, 


4. (Torneio das Cidades.) São dados dez números reais tais que a 


soma de quaisquer quatro deles é positiva. Mostre que a soma 
dos dez números é positiva. 


5. Decida qual dentre os números 31!! e 17!4 é o maior. 
6. * Sejam dados n € N e a,b reais positivos quaisquer. Prove que: 


(a) a < b se, e só se, a? < b°. 
(b) a < b se, e só se, a” < b”. 
(c) a” +b” < (a +b)”. 
7. (Hungria - adaptado.) Sejam a, b e c os comprimentos dos lados 


de um triângulo retângulo, sendo c > a,b. Quem é maior: aï +b’ 
ou c’? Justifique sua resposta. 


8. Mostre que, para todo n € N, temos 1%” + 2% +3% > 2.7. 
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9. * Encontre todos os naturais a, b e c tais que a < b < ce 14i 


seja inteiro. 


10. (IMO.) Explique como escrever o número 100 como soma de 
parcelas naturais cujo produto seja o maior possível. 


11. (Rússia.) Os números 2” e 5” têm representações decimais co- 


meçando, à esquerda, por um mesmo algarismo. Prove que tal 


algarismo deve ser igual a 3. 


12. (Rússia.) Sejam a, b, ce d reais positivos dados. Prove que, 


dentre as desigualdades 
a+b<c+d, (a+blc+d)<ab+ed e (a+bcd < ab(c + d), 
ao menos uma é falsa. | 
13. * Generalize o corolário 1.5, mostrando que, se a,b,c € R, então 
poser 10, 
ocorrendo a igualdade se, e só se, a = b = c = Ù. 


14. * Dados r,s € R e m,n € N, prove que”: 


TRigorosamente, para provar as propriedades dos itens (a) a (d) temos de re- 
correr ao princípio de indução finita (cf. capítulo 5). Todavia, nossa intenção aqui 
é simplesmente que o leitor, utilizando argumentos heurísticos como os apontados 
na sugestão ao problema, se convença da validade de tais propriedades. 
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x ~ 
15. * Para r real não nulo e n natural, estendemos a noção de po- 
tências RE | T 
a a E naturais definindo r”” = . Por exemplo, 


rli=s "= a, etc. Definindo também r? = 1, prove que, 


para todos m,n € N, tem-se = = qm, 
r 


16. Se a e b são inteiros tais que os únicos fatores primos de b são 2 
ou 5, prove que a expansão decimal de 7 é finita. 


x 2 2 
17. * Se x + O é um número real e n € N, prove que x” é positivo 
se n for par, e x” tem o mesmo sinal de x se n for ímpar. 


1.3 A completude do conjunto dos reais 


Postulamos, por fim, que a toda lista (a1, a2, ag, ...) de algarismos 
corresponda um único elemento x € R, no seguinte sentido: fixado um 


erro máximo I, n € N, temos 


ai Ag Ak 1 
10 ii 102 ERES 10% S 107’ 
para todo natural k > n. Em particular, segue da condição acima que 


d1 Go Ak 1 
an 102" t Ior I0’ 
para todo k > n. Tomando k = n e lembrando que a; < 9 para todo 
j, obtemos 


1 a2 n-i ` q 1 
S Toto! Toa To | 1o 

9 9 9 9 1 
E dean Ensaio o Ro, 
S otio to To Tm 
à sd e 

10 w "im qm 

9 9 1 
a Ad E pd 


10 10? 1007% 
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de sorte que 0< x <1. 

Resumimos o postulado acima dizendo que o conjunto R dos nú- 
meros reais é completo. A esse respeito, veja também a discussão da 
seção 1.5 e o problema 6 da seção 3.2 do volume 3. 

Reciprocamente, postulamos também que a todo número real posi- 
tivo x corresponda um inteiro (não negativo) m e uma lista (ay, a2, as, 

..) de algarismos, tal que x = m + 0,a1đ2a3 . .. no sentido acima. Se 


m>0em=b,...bibo, com os b;'s sendo seus algarismos, escrevemos 


T = bn. } . bı bo, a1đ24đ83 . pol 


e dizemos que bn ...bibo,arasas... é a representação decimal de x. 


Conforme vimos no problema 2 da página 10, um número real é . 


racional exatamente quando sua representação decimal for finita ou in- 
finita e periódica. Por outro lado, números reais que não são racionais 
são denominados irracionais. Desse modo, os números irracionais são 
aqueles números reais que não podem ser escritos como quocientes de 
dois números inteiros ou, ainda, aqueles cuja representação decimal é 
infinita e aperiódica. 

Até o presente momento, o único exemplo de número irracional que 
conhecemos é o número 0,0101101110... (cf. exemplo 1.1). De certa 
forma, tal exemplo é um tanto frustrante, uma vez que tal número 
irracional é difícil de ser manipulado (i.e., é difícil fazer contas com 
ele). Remediamos um pouco esta situação no que segue. 

Do ponto de vista aritmético, uma grande vantagem do conjunto 
dos números reais, em comparação com o conjunto dos racionais, é a 
possibilidade de extrairmos raízes de números reais positivos. Mais 
precisamente, dados x > O real e n € N, é possível provar que existe 
um único real positivo y tal que y” = x. Tal real positivo y será, 
doravante, denotado y = +«/x e denominado a raiz n-ésima (lê-se 
enésima) de x ou, ainda, a raiz de índice n de x. Assim, 


y=Vrer=y”. 
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Os casos n = 2 e n = 3 ocorrem com tanta frequência que merecem 
nomes especiais. Quando n = 2 (e x > 0), escrevemos simplesmente 
yz, em vez de Y/z, e dizemos que ,/z é a raiz quadrada de x; quando 
n = 3, dizemos que «/x é a raiz cúbica de z. 

Intuitivamente, podemos entender porque existem raízes de núme- 
ros reais positivos examinando um exemplo simples. Por definição, 
temos dO e = 2. Assim, como 1º < 2 < 22 segue do problema 6, 
página 15, que 1 < Vo < 2; como 14º < 2 < 1,52 segue nova- 
mente do referido problema que 14 < 2 < 1,5; analogamente, como 
1,412 < 2 < 1,422 temos que 1,41 < V2 < 1,42 e, prosseguindo dessa 
maneira, obtemos uma única lista (4,1,4,...) de algarismos, tal que 
V2 = 1414... (veja também o problema 20, página 138). 

Denominamos radiciação à operação de obtenção de raízes de um 
real positivo. Sugerimos ao leitor, neste momento, pelo menos ler 
os enunciados dos problemas 1 e 2 da página 21, para uma extensão 
parcial da operação de radiciação a reais negativos, assim como para . 
as principais propriedades de tal operação. 

Voltemo-nos, agora, a potências de números naturais. Um qua- 
drado perfeito é um número natural que pode ser escrito na forma 
m°, para algum m € N: assim, os quadrados perfeitos são os números 
1? = 1, 2? = 4, 3? = 9, 4? = 16, etc. Um cubo perfeito é um 
natural que pode ser escrito na forma m?, para algum m € N : OS CU- 
bos perfeitos são os números 1º = 1, 23 = 4, 33 = 27, 43 = 64, etc. 
Mais geralmente, um natural n é uma potência perfeita se existirem 
k > 1 inteiro e m € N tais que n = m*. Nesse caso, dizemos que n 
é uma k—ésima potência perfeita, i.e., um dos naturais ER RA 
4". etc. Equivalentemente, dizer que n € N é uma k-ésima potência 
Rea é o mesmo que dizer que sua raiz k—ésima, +/n, é um número 
natural. 

O resultado a seguir, que assumiremos por ora sem demonstração, 
fornece inúmeros exemplos de números irracionais. Para uma prova 
do mesmo, referimos o leitor ao exemplo 1.23 do volume 5. 
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Proposição 1.6. Dados números naturais n e k, com k > 1, ou n é 
uma k—ésima potência perfeita ou +/n é um número irracional. 


EE ay e 2 3 5 
De acordo com a proposição acima, números como V2, 43, V10, 
etc são todos irracionais (posto que 2 não é um quadrado perfeito, 3 
não é um cubo perfeito e 10 não é uma quinta potência perfeita). 


Podemos agora, pelo menos formalmente (i.e., sem nos preocupar- . 


mos com valores aproximados), operar com vários números irracionais. 
Vejamos um exemplo nesse sentido, onde nos valemos — de maneira 
indireta — da proposição acima para explicar o porquê de um certo 
número real ser irracional. 


Exemplo 1.7. O número V2 + v3 é irracional. De fato, denotando 


r = y2 + 3, há duas possibilidades: reEQour Q. Suponha, 
por contradição, que r fosse racional. Então, uma vez que o conjunto 
dos números racionais é fechado para a operação de multiplicação, 
teríamos r? € Q. Por outro lado, a distributividade da multiplicação 
em relação à adição nos dá 


r? = (V2+v3)(v2+ v3) 
V2(V2 + V3) + V3(V2 + V3) 
= (2+v6)+(V6+3) 


= 5+2V6 
P | 2 e e 2 
e, daí, v6 = ro. Portanto, 4/6 seria o quociente dos números ra- 
cionais r? — 5 e 2, de maneira que V'6 seria ele mesmo um racional, o 
que é um absurdo pela proposição 1.6. Logo, a única possibilidade é 


r É Q. 


Para terminar nossa discussão sobre números racionais e irracio- 
nais, note que o conjunto dos números irracionais não é fechado em 
relação às operações aritméticas. De fato, dado r irracional, temos 
que —r também é irracional, muito embora r + (—r) = 0, um número 
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“racional. Por outro lado, fazendo r = V2 temos r-r = r? = 2, também 


racional. Finalmente, se r Æ 0, então o quociente de r por si mesmo é 
igual a 1, novamente um número racional. 


Problemas — Seção 1.3 


1. * Dados z < 0 real e n € N ímpar, seja y = —+/-z. Prove que 
y” = xz (o real y é também denominado a raiz n—ésima de zx). 


2. * Dados m,n € N e z,y > 0, prove que: 
(a) y7 = Ts 
(b) "yz = Y yr. 
E ae VE 
(e) = 


Estenda as propriedades acima a todos os x,% reais não nulos, 
caso m e n sejam naturais ímpares. 


3. * Sejam a e b números racionais e r um número irracional. Se 
a+ br = 0, prove que a = b = Q. 


4. Sejam a, b, c e d números racionais e r um número irracional. 
Se a + br = c + dr, prove quea=ceb=d. 


5. Seja r um real positivo e k um inteiro maior que 1. Se r for 
irracional, prove que os números E e */r também são irracionais. 


6. (Canadá.) Sejam a,b e c números racionais, tais que a + bv'2 + 
cv'3 = 0. Prove que a,b e c são todos nulos. 


7. * Assumindo a validade do teorema fundamental da aritmética 
(cf. último parágrafo da página 3), prove que v2 é irracional. 


8. Seja, p € N um número primo e k > 1 um natural. Prove que o 
número /p é irracional. 
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1.4 A representação geométrica 


Uma maneira bastante útil de pensar geometricamente no conjunto 
dos números racionais é a seguinte: escolhemos uma reta r e marcamos 
sobre ela um ponto O; em seguida, escolhemos uma das semirretas 
que O determina sobre r, a qual chamamos positiva, sendo a outra a 
semirreta negativa, e um segmento é como padrão de comprimento. 


Agora, associamos cada número racional a um ponto de r do seguinte 


modo: primeiro, associamos 0 ao ponto O; em seguida (cf. figura 1.1), 


dado um racional 3, com a,b € N, marcamos, a partir de O e sobre 


b? 
a semirreta positiva, um segmento OA de comprimento af (i.e., OA 


é obtido justapondo-se, consecutivamente, a segmentos-padrão). Se 


a 


b = 1, associamos $ = a ao ponto A. Se b > 1, particionamos OA | 


1 
em b segmentos iguais, marcando b — 1 pontos sobre OA; sendo B 
o ponto da partição mais próximo de O, associamos % ao ponto B. 
Não é difícil mostrar que a construção descrita acima é consistente, no 
sentido de que, trocando % por outra fração equivalente, obtemos um 
mesmo ponto B sobre r (a esse respeito, veja o problema 1, página 26). 


Uma construção análoga pode ser feita para os racionais negativos, 


ma 

ons O P 
[E 4 
O B A r 


Figura 1.1: racionais sobre a reta. 


marcados sobre a semirreta negativa. 

Ocorre que, ao assim fazermos, sobram muitos pontos sobre r, os 
quais não estão associados a nenhum número racional. Para exem- 
plificar, considere o ponto A associado ao número 1 e construa um 
quadrado OABC, como na figura 1.2. Em seguida, marque, com um 
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C B 


O A E r 


Figura 1.2: um ponto que não representa racional algum. 


compasso, um ponto E sobre a semirreta positiva, tal que OE = OB. 
Como OA = 1, segue do teorema de Pitágoras? que OE = OB = v2. 
Mas, como v2 é irracional (cf. proposição 1.6 ou problema 7, página 
21), segue que E não está associado a nenhum número racional. 

Duas perguntas naturais colocam-se neste ponto: é possível marcar 
sobre r todos os números reais? Supondo que a resposta à pergunta 
anterior seja sim, após marcarmos todos os pontos de R sobre r ainda 
sobram em r pontos não marcados? Um dos axiomas da construção. 
da Geometria Euclidiana plana”, enunciado a seguir, garante que as 
respostas a tals perguntas são respectivamente sim e não. 


Axioma 1.8. Existe uma correspondência biunívoca entre os pontos 
de uma reta r e o conjunto dos números reais, a qual fica totalmente 
determinada pelas seguintes escolhas: 


(a) Um ponto O sobre r para representar o número real 0. 


(b) Uma semirreta, dentre as que O determina sobre r, onde são 
marcados os reais positivos. 


SRecordamos que o teorema de Pitágoras, um dos mais celebrados teoremas da 
Geometria Euclidiana plana, afirma que, em todo triângulo retângulo, o quadrado 
do comprimento da hipotenusa é igual à soma dos quadrados dos comprimentos dos 
catetos. Nestas notas, daremos duas provas do teorema de Pitágoras, a primeira 
na proposição 4.9 e a segunda no exemplo 5.7 do volume 2. Uma terceira prova 
elegante do mesmo pode ser encontrada em [8]. 

“Para uma construção axiomática da Geometria Euclidiana plana, referimos o 
leitor a [8]. 
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Figura 1.3: Pitágoras de Samos foi um dos maiores 
matemáticos da escola grega. O teorema que leva seu 
nome, e que afirma que, em todo triângulo retângulo, 
o quadrado do comprimento do maior lado é igual 
à soma dos quadrados dos comprimentos dos outros 
dois lados, já era conhecido dos babilônios pelo menos 
mil anos antes de seu nascimento; no entanto, Pitá- 
goras foi o primeiro a conseguir prová-lo. É também 
atribuída a Pitágoras a primeira prova da irraciona- 


lidade de 2. 


(c) Um ponto A sobre a semirreta do item (b), ao qual corresponderá 
o número real 1. 


Se fixarmos sobre uma reta r escolhas como as especificadas pelo 
axioma acima, diremos que r é a reta numerada (cf. figura 1.4). 
Para uso posterior, estabelecemos a definição a seguir. 


Definição 1.9. Para reais dados a < b, definimos!º: 


(i) [a,b] = {x € R; a < x < b}. 
(ii) la,b)={xER;a<zxz<b}. 


(iii) (a b| = {xE R; a< z< b}. 


10Chamamos a atenção do leitor para as notações menos comuns |a, b| em vez 


de fa, b), |a, b] no lugar de Ja, b], Ja, b| em vez de (a,b), [a, +oo| em vez de [a, +00) 
e | — c0,a| no lugar de (—o0, a). 
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(a,b) ={xER;a< z< b}. 
la, +20) = {xz E€ R; a < z}. 


fz E€ R;a< r}. 


2 

+ 

8 
| 


( 
(—œ,a]|={xER;z<a}. 
( 


{xe R; z <a}. 


| 

8 

= 
| 


Um intervalo em R é o próprio conjunto R ou um conjunto de um 
dos sete tipos acima. Observe que, na reta numerada, um intervalo 
corresponde a um segmento ou semirreta (contendo ou não pelo menos 
uma das extremidades correspondentes), ou mesmo à reta inteira. 


Observações 1.10. 


i. É importante frisar que os símbolos +00 e —oo (lê-se, respectiva- 
mente, mais infinito e menos infinito) não representam números ` 
reais. Tais símbolos servem meramente para significar que um 
intervalo de um dos tipos (v), (vi), (vii) ou (viii) acima engloba 
todos os números reais maiores ou iguais (resp. maiores) ou 
menores ou iguais (resp. menores) que a. 


ii. Consoante a definição acima, denotaremos R = (—o0, +00). 


Dados números reais a < b, dizemos que a e b são as extremidades 
e que b — a é o comprimento de cada um dos intervalos dos itens 
(i) a (iv) da definição acima. Nesse caso, dizemos também que tais 
intervalos têm comprimento finito. Analogamente, o número real a é 
a (única) extremidade de cada um dos intervalos dos itens (v) a (viii), 
os quais têm comprimento infinito (i.e., não finito). Um intervalo em 
R é finito ou limitado se tiver comprimento finito; caso contrário, o 
intervalo é dito infinito ou ilimitado. Em particular, os intervalos 
limitados de R são precisamente aqueles dos itens (i) a (iv) da definição 
acima. 
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Também, classificamos um intervalo finito, de extremidades a < b, 
respectivamente como fechado, fechado à esquerda, fechado à 
direita ou aberto quando tal intervalo for respectivamente igual a 
a,b], [a,b), (a, b] ou (a,b) (note a correspondência das nomenclaturas 
utilizadas com o fato do intervalo conter ou não conter as extremidades 
a ou b). Alternativamente, dizemos que [a,b) é aberto à direita e 
(a,b| é aberto à esquerda. Por fim, aplicamos extensões óbvias 
dessas nomenclaturas aos intervalos infinitos. A figura 1.4 mostra 
um intervalo aberto à direita |a, b), marcado em negrito sobre a reta 


numerada. 


0 a b R 


Figura 1.4: o intervalo aberto à direita |a, b). 


A seção a seguir pode ser omitida numa primeira leitura. Seu 
conteúdo só será necessário a partir da seção 4.1 do volume 2. 


Problemas — Seção 1.4 


1. * Em relação à interpretação geométrica dos números racionais, 

discutida na seção 1.4, sejam dadas frações positivas % e 5, com 
a. cC . » 

a,b,c,d E N. Se 7 = 5, explique porque a construção dada no 

texto associa a tais frações um mesmo ponto da reta numerada. 


1.5 Supremo e ínfimo 


Finalizamos este capítulo examinando a completude de R a partir 
de outro ponto de vista, para o qual precisamos de alguns conceitos 
preliminares. 
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Um subconjunto não vazio X C R é limitado superiormente se 


existir um número real M tal que 


X c (—œ, M|. 


Nesse caso, dizemos que M é uma cota superior para X. Analo- 
gamente, X C R não vazio é limitado inferiormente se existir um 
número real m tal que 

X C |m, +00), 


e, sendo esse o caso, dizemos que m é uma cota inferior para X. Por 
fim, X C R não vazio é limitado se X for simultaneamente limitado 
superior e inferiormente. 

Dito de outra forma, um conjunto não vazio X C R é limitado 
superiormente (resp. limitado inferiormente, limitado) se existir um | 
real positivo a tal que 


x <a (resp. z >a, —a <x <a), VxeX.. 


A propriedade a seguir, em que pese sua aparente obviedade, é 
um axioma na construção dos números reais, conhecido como a pro- 
priedade Arquimediana dos números naturais, em homenagem ao 
matemático grego Arquimedes de Siracusa. Para algumas consequên- 
cias importantes da mesma, veja os problemas 1, 2 e 3, à página 32. 


Axioma 1.11. O conjunto N dos naturais é ilimitado (i.e., não limi- 
tado) superiormente. 


Vejamos alguns exemplos de conjuntos limitados superior e inferi- 
ormente. 


Exemplos LI? 


(a) O conjunto X = {1, > 5 7 ...} é limitado superior e inferior- 
mente. 
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Figura 1.5: Arquimedes de Siracusa, que viveu no 
século III a.C., foi o maior matemático de seu tempo. 
Dentre suas muitas contribuições à Matemática, res- 
saltamos que suas ideias sobre o cálculo da área sob 
um segmento parabólico anteciparam, em 2000 anos, 
o desenvolvimento, por Newton e Leibniz, do Cálculo 
Integral. 


(b) Intervalos limitados são conjuntos limitados no sentido da dis- 
cussão acima. 


Exemplo 1.13. SeX CR é limitado superiormente, então o subcon- 
junto Y de R dado por Y = (-x; x € X} é limitado inferiormente, 
e reciprocamente. De fato, um número real a é cota superior para X 
se, e só se, —a é cota inferior para Y. 


Fixe X C R não vazio e limitado superiormente. Se M E R é 
uma cota superior para X, então X C (—o0, M]. No entanto, pode 
ocorrer que exista M’ < M que ainda seja uma cota superior para 
X, i.e., tal que X C (-00,M!. De fato, a condição X C (—œ, M| 
não garante que, para M' < M, tenhamos X N (M',M] £ Ú; se 
ocorrer que X N (M', M] = Ú, então teremos X C (—o0, M'] e M' 
será uma cota superior para X menor que M. Por outro lado, se 
x € X, então nenhum real M’ < x é cota superior para X, uma vez 
que xz € X \ (œ, M'|, i.e., X É (~œ, M'I. 

A discussão do parágrafo anterior garante que, apesar de todo con- 
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“junto não vazio e limitado superiormente X C R possuir cota superior, 


não podemos tomar cotas superiores arbitrariamente pequenas para 
X. Por outro lado, a completude de R, conforme postulada na se- 
ção 1.3, permite provar a seguinte resultado. 


Proposição 1.14. Se X C R é não vazio e limitado superiormente, 
então existe uma menor cota superior para X. 


Reciprocamente, se assumíssemos a validade da proposição 1.14 
como um axioma, o postulado no início da seção 1.3 (que afirma que 
toda sequência de algarismos define algum real) se tornaria uma pro- 
posição, a qual poderíamos provar. 

De outro modo, a escolha entre impor que R é completo no sentido 
da seção 1.3 ou da proposição acima é irrelevante, posto que, como fri- 
samos acima, tais noções de completude são logicamente equivalentes. 
Assim, doravante podemos pensar na completude de R de uma qual- 
quer das maneiras acima descritas, conforme seja mais conveniente em 
uma ou outra situação. 


Exemplos 1.15. 


1 1 1 
orari 
periormente, tendo 1 como cota superior. Por outro lado, como 


(a) Já sabemos que o conjunto X = {1 .} é limitado su- 


1 € X, nenhum número real menor que 1 pode ser cota superior 
de X e, daí, 1 é a menor cota superior de X. 


(b) Se X = (1,2), então 2 é cota superior de X, mas nenhum número 


real menor que 20 é. De fato, se 1 < a < 2, então o número ite 


ainda é maior que 1 e menor que 2, de maneira que ite E X. 


Mas, como a < aa E€ X, o número a não pode ser cota superior 


de X. Então, segue que 2 é a menor cota superior de X, e veja 
que 2 ¢ X. 
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Se Ø + X c R é limitado superiormente e M é a menor cota 
superior de X, dizemos que M é o supremo de X, e denotamos 


M = sup X. 


Por outro lado, se Ø Æ Y C R é limitado inferiormente, pode-se provar, 
como consequência da proposição 1.14 (cf. problema 6, página 34), 


que Y admite uma maior cota inferior m, também denominada o 


ínfimo de X. Denotamos, nesse caso, 


m = inf X. 


Para uso futuro, colecionamos nos resultados a seguir algumas pro- 


priedades úteis das noções de supremo e ínfimo. 


Proposição 1.16. Seja X C R um conjunto não vazio e limitado 
superiormente, com M = sup X. Sen € N, então existe x € X tal 


que 


1 
M-—--—-<r<M. 
n 


Prova. Como M é a menor cota superior de X e M — 1 < M, o 
número M — - não é uma cota superior de X. Portanto, existe x € X 
tal que x > M — =. Mas, como X C (—oco, M|, devemos ter x < 


M. ES 


O problema 7, página 34, traz um resultado análogo ao acima para 
ínfimos de conjuntos limitados inferiormente. 


Proposição 1.17. Sejam X,Y C R conjuntos não vazios. Se x < y 
para todos x € X e y € Y, então X é limitado superiormente, Y é 
limitado inferiormente e 


sup X < inf Y. 
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Prova. Fixe y € Y qualquer. Como x < y, para todo x € X, temos 
X C (-oo,yl, i.e., y é uma cota superior para X. Portanto, X é 
limitado superiormente e, sendo M = sup X (a menor cota superior 
de X), temos M < y. | 

Observe agora que, como escolhemos y € Y arbitrariamente, o 
argumento do parágrafo anterior mostra que, para todo y € Y, temos 
M < y. Portanto, Y C |M, +00), i.e., M é uma cota inferior para Y. 
Logo, Y é limitado inferiormente e, sendo m = inf Y (a maior cota 
inferior de Y), temos M < m. E 


Nosso próximo resultado fornece uma condição suficiente para a 
ocorrência da igualdade na proposição anterior. 


Proposição 1.18. Sejam X,Y C R conjuntos não vazios, sendo X 
limitado superiormente, Y limitado inferiormente e supX < infyY. 
Se, para todo n € N, existirem x, € X ey, € Y tais que yn — £n < t 
então sup X = inf Y. 


Prova. Sejam M = supX, m = infY e suponha que fosse M < m. 
Como xz < M < m < y, para todos z € X e y € Y, teríamos 


y=r>2m-M, 


1 
m—M 
(o que é possível, pelo axioma 1.11), nossas hipóteses garantiriam a 


para todos x € X, y € Y. Mas, se escolhêssemos um natural n > 


existência de números reais x, E€ X ey, € Y tais que 
1 
Yn — En < — < mM — M, 
n 


o que nos dá uma contradição! Por fim, como a suposição de que 
supX < infY nos leva a uma conclusão contraditória, a única possi- 
bilidade é que seja sup X = inf Y. E 


Uma última observação: comentamos anteriormente que, fixados 
v > 0 real en > 1 natural, é possível provar a existência de um 


nº. 
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único real positivo y tal que y” = x, e denotamos y = 4x. Pois 
bem: a noção de supremo e ínfimo é o que nos faltava para provar tal 
existência. De fato, se definirmos 


X=(aeR;a>0ea"<g), 


então X é não vazio (pois 0 € X) e limitado superiormente (pois, como 


g+1 > 1,o item (b) do corolário 1.3 garante que (1+1” >1+1 > 4 


e, daí, «+1 é X; analogamente, todo real maior que x+1 não pertence 
a X, de maneira que X C (—00, x + 1)). 
Sendo não vazio e limitado superiormente, X tem supremo, di- 


gamos y, e é possível mostrar (embora os detalhes sejam um tanto 


quanto envolventes) que y” = x. A ideia geral é a seguinte: 


e Se y” < x, então somos capazes de obter um real positivo z tal 
que y” < z” < x. Mas tais desigualdades nos dão (cf. pro- 
blema 6, página 15) y < z € X, contradizendo o fato de que y é 
uma cota superior de X. 


e Se y” > x, então somos capazes de obter um real positivo z 
tal que z < 2” < y”. Agora, sendo a € X qualquer, segue de 
a? < £ < z” < y” que (novamente pelo problema 6, página 15) 
a<z <y e, daí, z é uma cota superior de X menor que y. Mas 
isso contradiz o fato de que y é a menor cota superior de X. 


e Não podendo ser y” < x nem y” > x, a única possibilidade é 


que seja y” = T. 


Problemas — Seção 1.5 


1. * Use a propriedade Arquimediana do conjunto dos naturais para 


provar os seguintes itens: 


É 


geii 
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(a) Se a € R é tal que 0 < a < + para todo n € N, então a = 0. 


(b) Se a,b,c € R, com a > 0, então existe n € N tal que 
an +b >c. 


2. * Sejam a e b racionais dados, com a < b. Prove que: 


(a) SS n a o 


(b) O intervalo (a,b) contém infinitos números racionais e infi- 
nitos números irracionais. 


3. * O objetivo deste problema é generalizar o resultado do pro- 
blema anterior, mostrando que entre dois números reais quais- 
quer sempre há um número racional e um número irracional (por 
causa dessa propriedade, dizemos que Q e R \ Q são densos em 
R). Para tanto, sejam dados números reais a e b, com a < b, e 
faça os seguintes itens: 


(a) Mostre que basta considerar o caso a > 0. 


(b) Prove que existe n € N tal que 0 < t < b—ae0< 2 < 
b—a. 


(c) Sendo a > 0 en € N escolhido como em (b), mostre que um 
dos números +, 2, é 


n?n’ n?” 


pertencem ao intervalo (a, b). 


.. e um dos números 2 ea ava ER 


4. * Um número racional r € [0,1] é dito diádico se existirem 
k,n € Z tais que 0 < n < 2f e r = zk- Prove que o conjunto dos 
racionais diádicos é denso em [0, 1]. 


5. Sejam X = {r EQ; 0<xz<1}eY={yER\Q; 0<y<1}. 
Prove que 


inf X =inf Y = 0 e supX = supY = 1. 
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6. * Se Y C R é não vazio e limitado inferiormente, prove que existe 
uma maior cota inferior para Y. 


7. * Seja Y C R um conjunto não vazio e limitado inferiormente, 
com m = inf Y. Se n € N, prove que existe y € Y tal que 


1 | 
m<y<m+-. Ê 
n 


Orke rosa aeaea 
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CAPÍTULO 2 


Produtos Notáveis e Equações 


O restante deste volume tem um duplo propósito. Por um lado, 
desenvolve e exercita a aplicação de várias ferramentas necessárias a 
uma apresentação adequada dos conteúdos dos volumes posteriores; 
por outro, apresenta ao leitor várias ideias e resultados que, em que 
pese seus caracteres elementares, configuram-se de suma importân- 
cla em si mesmos, na medida em que admitem larga aplicabilidade e 
familiarizam o leitor com aspectos mais profundos da aritmética do 
conjunto dos números reais. 


Começamos estudando, neste capítulo, algumas identidades algé- 
bricas (também conhecidas como produtos notáveis) e equações rele- 
vantes. 


99 
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2.1 Identidades algébricas 


Para o restante destas notas, denominamos variáveis números re- 
ais fixados mas arbitrários. Variáveis serão em geral denotadas por 
letras latinas minúsculas, como por exemplo a, b, c, x, y, 


exceção importante é mencionada no próximo parágrafo). 


z, etc (uma 


Uma expressão algébrica, ou simplesmente uma expressão, é um 
número real formado a partir de uma quantidade finita de variáveis 
reais, possivelmente com o auxílio de uma ou mais dentre as operações 
de adição, subtração, multiplicação, divisão, potenciação e radiciação 
(sempre que os resultados tiverem sentido em R), as quais denomina- 
mos operações algébricas. Assim, por exemplo, 


TAIT as 
yz 


a a q? 


é uma expressão algébrica que tem sentido para todos os reais x,y,z 
tais que y > 0 e z Æ O (lembre que o problema 1, página 21, garante 
que podemos extrair raízes de índice ímpar de todo número real). Em 
particular, toda variável pode ser vista como uma expressão algébrica. 
Denotaremos expressões algébricas em geral por meio de letras latinas 
maiúsculas, por exemplo E, F, etc. 

Dizemos que uma expressão algébrica E é um monômio se E for 
um produto um número real não-nulo dado por potências de expoentes 
inteiros não-negativos de suas variáveis. Por exemplo, os monômios 
em x,y são as expressões da forma ax*y', onde a Æ 0 é um real dado 
e k,l > 0 são números inteiros (convencionamos aqui que zë = 1 caso 
k = 0, adotando convenção análoga quanto a y' — veja o problema 15, 
página 17). Para um monômio qualquer, o real não-nulo dado que 
faz o papel de a em agfy! 
monômios em x,%Yy com coeficiente 2 são aqueles da forma 


£L 


é o coeficiente do monômio. Assim, os 


2 2x 2y, 217º, 2xy, 2y°, 290º, 2z°y, 2xy”, Qué, 
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k 

(lembre que, em azfy', podemos ter k = 0 ou l = 0). 
Uma expressão polinomial ou polinômio é (uma expressão que 

é) uma soma finita de monômios, como por exemplo 


2 + 3£y — V5x?yz. 


Os coeficientes de um polinômio são os coeficientes de seus monô- 
mios. 

Sejam E e F expressões algébricas. Dizemos que a igualdade 
E = F é uma identidade algébrica se for verdadeira para todos 
os valores reais possíveis das variáveis envolvidas. Para exemplificar, 
consideremos a expressão algébrica E = (x + y)?. Pelas propriedades 
básicas das operações de adição e multiplicação de números reais (i.e., 
comutatividade e associatividade da adição e multiplicação, distribu- 


tividade da multiplicação em relação à adição) temos 


E = (x+y)(z+y)=zr(z+y)+ylr+y) 
= (1 + ry) + (yr +y’) 
= g’ +2ry+y’, 


para todas as variáveis reais x e y. Portanto, pondo F = z2 + 2ryY +y? 
obtemos a identidade algébrica E = F, i.e., 


(£ +y) = x° +2ry +y’, (2.1) 


à qual nos referiremos doravante como a ida para o quadrado da 
soma de dois números reais. 


À proposição a seguir coleciona algumas identidades algébricas im- 
portantes, as quais devem ser guardadas para uso futuro. 


Proposição 2.1. Para todos os x,y, 2 € R, temos: 
(a) 22 = y* = (x= y)(£ +y). 


(b) (1 yY = r? +2ry + y?. 
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(c) 2? +y? = (x + y)(z” F ry +y’). 
OR ee = e 
(e) (x +y +2} =x? +y’ +22 +2ry + 202 + 2yz. 


Prova. Deixamos as provas dos itens (a), (b) e (c) como exercícios, 


observando que a identidade do item (b), com o sinal +, foi estabe- 


lecido em (2.1) (veja o problema 1, página 43). Provemos em (d) 


a identidade para (x + y)’, sendo aquela para (x — y)? totalmente 
análoga: utilizando a distributividade da multiplicação em relação à 
adição e a identidade (2.1), obtemos 


(Eryt = a(o +y)? + yla+y? 
= (02 +2ry +y’) + ul + 209 +y’) 
= (1º +20y+ uy”) + (2y + 20yº + 9º) 

2 + y + 3xy + 3xy 
= g? +y+3y(x+y). 


(x +y)’ 


Para (e), apliquemos (b) com x +y no lugar de x e z no lugar de y: 


(£ +y) + 2 
= (z +y)? +22 +y) +2 
= (z? +2gy +y) + AMuz +yz) tz" 
= g? +y +2 +2ry + 2rz + 2yz. E 


(a +y+ 2) = 


Observação 2.2. Alternativamente, é costume denominarmos pro- 
duto notável a uma identidade E = F tal que E é um produto de 
(pelo menos dois) polinômios e F a soma dos monômios resultantes 
da expansão desse produto. Assim, frequentemente nos referiremos às 
identidades dos itens (b), (d) e (e) da proposição acima como produ- 


tos notáveis. Por outro lado, uma identidade E = F na qual É é um | 


ESTEIO PETATE EER ETEA ETE ERE EIO RACE na ES aro O RES Sn A NE EErEE ITERE TE EEE RR SETE ESA TAÍ pre a TOENE 9 TA E iii ia dia E EL AET ETER PEER MESA RR 
CEFET SRA RO EEN DA a NUS PAEST AA NA L Re RAS Race Sanl EERE PNT RE ARE AONAD DE EETA RENTIA T RAIE SERERE RR NA ES E EET N RT RARE A N TEE E E RES AI aeee dr cr 
k z É + ` rE E a A EEE NA ERP TRE AAE EEN EAE ES AAEE ORESTES RESTAR TE NNE EN. o BAO E PEERS PEIE ASRS ANS AAP IELA SE EA OE IEE SP ERE A ESEAS PORN EJA E UA E DASE A PEASE TRE RD RAA ARON AS SEE P DASSEN AET TES O Eai E aba Got E dead dae SÃO PENSAR EEE 
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polinômio e F' é um produto de (pelo menos dois) polinômios é usual- 
mente denominada uma fatoração. As identidades dos itens (a) e (c) 
da proposição acima são exemplos de fatorações. Doravante, utilizare- 
mos as nomenclaturas alternativas acima para identidades envolvendo 
polinômios sem maiores comentários. 


Os exemplos a seguir nos dão uma ideia de como utilizar as vários 
identidades acima na solução de muitos problemas interessantes. 


Exemplo 2.3. Sejam x,y, z reais não todos nulos, tais que r+y +z = 
0. Explique porque xy + xz +yz Æ 0 e calcule em seguida os possíveis 
valores da expressão 

++? 

LY +H YZ +H za 


Solução. Elevando ambos os membros da igualdade z + y +z = 0 
ao quadrado, segue do item (e) da proposição 2.1 que £z? +y? +22 + 
2(xy +zz +yz) =0. Se ry +grz+yz = 0, teríamos z? +y? +z? = 0, e 
uma simples extensão do corolário 1.5 (cf. problema 13, página 16) nos 
daria x = 0, y = 0 e z = 0, uma contradição. Portanto, ry+xz+yz Æ 
0, e segue de zê + y? + 2? = —2(xy + £z + yz) que 


Ty + z 


cy +yz+zr = 


O exemplo a seguir mostra como usar as identidades que conhece- 
mos até agora para provar desigualdades!. 


Exemplo 2.4 (Polônia). Se a e b são reais positivos dados, prove que 
4(a? + b°) > (a +b)’. 


Prova. Desenvolvendo o segundo membro com o auxílio da identi- 
dade do item (d) da proposição 2.1, é imediato que a desigualdade do 


!Faremos uma discussão mais completa sobre desigualdades no Capítulo 7. 
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enunciado é equivalente à desigualdade a? + b? > a°b + ab”. Basta, 


agora, ver que 


a2b + b — ab? = a° (a — b) — b’ (a — b) 
-?)(a — b) = (a + b)(a — ba — b) 


a tb ea bab = a 
+b) (a — b)? > 0, 


(a? 
(a 


uma vez que a + b > 0 e (a — b}? > 0. E 


Generalizamos o exemplo 1.7 no que segue. 
Exemplo 2.5 (Austria). Sejam a e b racionais positivos tais que vab 
é irracional. Prove que /a + vb é irracional. 


Prova. Por contraposição, suponha que r = a + vb fosse racional. | 


Então r? = a + b + 2Vab também seria racional. Mas aí, teríamos 


pasam 
vaag 


também racional, uma vez que no segundo membro da igualdade acima į 
o numerador e o denominador são números racionals. E l 


Exemplo 2.6 (Canadá). Para cada n natural, mostre que o número 
n(n + D(n+2)(n+3) 
nunca é um quadrado perfeito. 
Prova. Denote p = n(n + D(n + 2)(n + 3). Temos 
p = [n(n+3)]l(n+ D(n+ 2) 

(n? + 3n)[(nº + 3n) + 2] 
= (n? +3n)? + 2(nf +3n) 

(n? + 3n)? +2(n? +3n)+1]—1 

[(n2 + 3n) +1 — 1. 
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Sendo m = n? + 3n + 1, temos m > 1, e daí 
p=m -1 >m’ —2m+1=(m-1’. 


Portanto, p está situado entre os quadrados perfeitos consecutivos 
(m — 1) e m?. Em particular, p não pode ser um quadrado per- 
feito. = 


Um produto notável por vezes útil, mas não contemplado pela pro- 
posição 2.1, é o dado pela igualdade 


E aaan na (2.2) 


Observe que no segundo membro aparecem a soma S = y+zeo 
produto P = yz de y e z. Uma expressão do tipo z? — Sx + P, onde S 
e P representam respectivamente a soma e o produto de dois números 
ou expressões, é denominada um trinômio de segundo grau em 
x. Assim, podemos ver (2.2) também como um produto notável que 
fornece a fatoração de um trinômio de segundo grau: 


z’ — Sx + P = (z — y)(x = z), (2.3) 


onde © = y + z e P = yz. A fatoração acima é por vezes denominada 
fórmula de Viète. 


Vejamos como aplicar a fórmula de Viète no exemplo a seguir. 


Exemplo 2.7 (União Soviética). Sejam a,b e c números reais dois a 
dois distintos. Mostre que o número 


a (c—b) +b (a-c) +e- a) 


é sempre diferente de zero. 


ad it 
EE 
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Figura 2.1: François Viète, matemático francês do 
século XVI. Por seu pioneirismo na utilização de le- 
tras para representar variáveis, Viête é por vezes co- 
nhecido como o pai da Álgebra moderna. 


Prova. Denotando por S o número dado acima, temos: 


S = a(c-b+ba-bercb-ca 

a? (c — b) + (ba — ca) + (eb — bc) 
a“ ( b) + a(b + c)(b — c) + befe — b) 
(c — b) la? — a(b + c) + bc] 

(c — b) (a — b)(a — c), 


onde utilizamos (2.3) na última igualdade. Agora, segue de a Fb; 
b+cectaquea-bc—-ba-c+0,edaí S £O. E 


Uma variante útil da fórmula de Viète, de verificação imediata, é a 
fatoração para a expressão x? + Sax + P, onde, como antes, S = y +z 
eP =y: 


Trocando, em (2.3), S, y e z respectivamente por —5, —y e —z, vemos 
imediatamente que (2.4) é realmente equivalente àquela fatoração, de 
maneira que é bastante fácil lembrarmo-nos de mais essa identidade. 
Vejamos um exemplo de sua aplicação, o qual encerra mais uma iden- 
tidade relevante em si. 


z? + Sx + P = (x+y) +2). (2.4) | 
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Exemplo 2.8. Para todos os x,y,z € R, temos 


ed ea e eeoa (25) 


Prova. Aplicando duas vezes o item (d) da proposição 2.1, primeiro 
com x + y no lugar de x e z no lugar de y, obtemos 


(@+y+z2? = [(z+y)+2} 


= (+y) +z +3(z+y)z|(£+y)+ z2] 
Erer + y) + 2 + O y)z + 2?) 
T +y? +2” + 3a + y)ley + (£+ y) ++ 2] 

= Hy +Ë +3 +y lyt az), 


onde, na última igualdade, utilizamos (2.4). E 


L. 


Pa 


Problemas — Seção 2.1 


* Prove os demais itens da proposição 2.1. 


Ssem+n+p=6mnp=2emn+mp+np = 11, calcule o valor 
ic E ai 


Sejam a e b reais nã S 
J ais naD nulos, tais que a Æ b, 1. Se (2) = (=>) l 
calcule os possíveis valores de 2 + t, 


. Para reais positivos x e y, simplifique a expressão 


(9) 


(VT — yy)? + 22y 
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5. Para x,y,z + 0, simplifique a expressão 13. * Para n > 1 inteiro, mostre que 


2 (Va FT- Va) <= < 2 (Vi - vn). 


(z? Hy BP = (z? s 2) 


yY? + z’ 


6. Se a e b são números reais tais que ab = 1, simplifique a expressão 14. Racionalize o número 


-3 (0+3) 


a2 — b2 


1 
ANEN 
15. Racionalize o aeng R 1.e., obtenha números inteiros a, 
b, c, d, e, f e g tais que 
1 o E 
V2+ y3 9 


16. Sejam x,y e z números reais não nulos, tais que z + y + z = 0. 
Explique porque a soma de dois quaisquer dentre eles é diferente 
de zero e, em seguida, calcule os possíveis valores de cada uma 
das expressões abaixo: 


7. Se x e y são naturais tais que z? +361 = y”, calcule os possíveis 


valores de 7. 


(av 2 + b) + (ev2 + d) V3 + (ev2 + PY. 


8. Os reais a e b são tais que a + b = m e ab = n. Calcule o valor | 
de af + b! em termos de m en. j 


TA 1—3(ab)? 
9. Se a? +b? = 1, calcule os possíveis valores de (tio 


ops y? z2 
(a) W+ T +? (z+y)? ` 


dad 10. (Hungria.) Sejam a, b, c e d números reais tais que a +b = 1e 


pesto +d = 1. Se ac+bd = YE, calcule o valor de ad — bc, sabendo 3 


3 3 
(b) PEE E E. E 8 dO 
O .,. yY+z 3 x+z 3 T 3: 
que se trata de um número positivo. (y+2) (2+2) (z+y) 
17. Dados números reais a e b, encontre o quociente da divisão de 


11. (OBM.) Encontre todos os inteiros positivos x e y tais que x + aĉt — bêt por (a + b)(a2 + b?) (at + bt) (a8 +08) (a16 + b16), 


y + xy = 120. 


18. * Dados um inteiro n > 1 e a,b € R, prove que são válidas as 
seguintes fatorações: 


12. * Para reais positivos e distintos x e y, prove que são válidas as 


seguintes racionalizações”: 


| a) a” — b” = (a — n—i n—2 n—=3p2 |... pn 
(à) 1 = EA (a) (a Fo ias b + ar ppp br), 
veŁżyy 2 (b) a” +b” = (a + b) (at — a™™?b + ars... + b-t) sen 
TOE Yo yag 3y? for ímpar. 
OE asa 
(e) i ym yo 19. Fatore a expressão xº + 4yº como um produto de dois polinômios 
Ya Ya po ty de coeficientes inteiros. 


2De uma maneira informal, podemos pensar na operação de racionalização 


20. (Canadá.) Prove que 6 divide a + b + c se, e só se, 6 divide 
aê + bé + e. 


como a retirada de raízes do denominador. 
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21. 


22; 


23: 


24. 


29. 


26. 


27. 
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(Canadá.) Sejam a,b e c números reais tais que a + b+ c = 0. I 


Mostre que a? +b? + cº = 3abc. 


Prove a fórmula do radical duplo, também conhecida como fór- É 
mula de Báskara”: para todos os números reais a e b, com É 


a? > b > 0, tem-se 


T — 2-b 
E ENO E A Ci DO O 


2 2 


Mostre que não existem números reais não nulos x, y e z, tais q 


que r +y +z #0e 
1 | E | 
ENS dE es a 
BS UE € Yy Z 


(União Soviética.) Sejam a, b e c racionais dois a dois distintos. | 


Prove que o número 


EE A NEE O E 
(b-c) (c-a) 


(a — b)? 
é o quadrado de um racional. 


Dados a,b > 0, prove que %/4(a +b) < «a + Vb, ocorrendo a | 


igualdade se, e só se, a = b. 


(Torneio das Cidades.) Sejam a,b e c racionais positivos. Se 


Ya + Vb € Q, prove que Ya, Yb EQ. 


(Torneio das Cidades.) Suponha que a +b+c+d+e+ f= 0, 
a3 + b + @ + d + e3 + f? = 0 e que a soma de dois quaisquer 
dos reais a,b,c, d,e, f é não nula. Prove que - 


(a+)a+d(a+re(a+f) = (b+Ho(b+d)(b+ e)(b+ f). 


3Uma homenagem ao matemático indiano do século XII Bhaskara II, também 


conhecido como Bhaskaracharya (Báskara, o professor). 
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28. (Polônia.) Para inteiros positivos a < b, faça os itens a seguir: 


(a) Mostre que b? < b? + 6ab + 1 < (b+ 2). 


(b) Ache todos tais a e b para os quais aè +6ab+ 1 e b? +6ab+1 
sejam ambos cubos perfeitos. 


2.2 Módulo e equações modulares 


Dadas expressões algébricas E e F em uma mesma variável, x di- 
gamos, a equação a uma variável E = F é o problema de encontrar 
todos os valores reais de x para os quais as expressões E e F tenham 
sentido e a igualdade E = F seja verdadeira. Se E = F é uma equa- 
ção na variável x, dizemos que x é a incógnita da equação; os valores 
reais de x que resolvem a equação E = F, i.e., que tornam E = F uma 
igualdade verdadeira, são as raízes da equação; por fim, o conjunto > 
solução é aquele formado por todas as raízes da mesma. 

No restante deste capítulo, discutiremos alguns tipos importantes 
de equações a uma variável. Para começar, dados números reais a 
e b, com a 0, podemos considerar a equação de primeiro grau 
ax +b = O. Como a = 0, temos 


b 
az +b = 0 & azr = —b & rt = —, 
a 


de maneira que -2 é a única raiz da equação. 
A fim de examinar nossa segunda classe de equações, necessitamos 


inicialmente da seguinte 


Definição 2.9. Para x € R, o módulo de z, denotado |x|, é definido 


por 
e z, sexr> o0 
= | =z, sez<0 


B L STE E DE OS ar ROTE AA EE E EER PAO ea CAS Ar i 
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Para exemplificar a definição acima, uma vez que —5 < 0 temos 
|—5|= —(—5) = 5; analogamente, |—v3| = —(—v3) = v3, etc. Mais 
geralmente, uma consequência imediata da definição é que |x| > 0 para 
todo real x, ocorrendo a igualdade se e só se x = 0. Ademais, tem-se 
sempre 

x < |æ] = | — al, 


com igualdade se e só se x > 0. Note ainda que 


|z| = Vz? = max {x, —r}. (2.6) 


Representando os números reais como pontos da reta numerada, é 
fácil ver que o módulo de um número real x é simplesmente a distância 


de x a O (cf. figura 2.2). Mais geralmente, dados x,y € R, podemos. 


| 
[=] 


T 0 R 


Figura 2.2: módulo de um número real. 


olhar |x — y| como a distância entre os pontos x e y na reta. De fato, 
como |z — y| = |y — z|, podemos supor que x < y. Então 


|£ — y| = y — z = distância de x a y na reta. 
A equação modular mais simples é a equação 
[pb 


com a e b reais dados. Como |z — a| > 0, tal equação não admite 
raízes quando b < 0. Quando b > 0, segue da definição de módulo que 
deve ser x — a = b ou x — a = —b, donde temos as raízes 


x =a +b,a-— b. 
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O exemplo a seguir mostra como resolver uma equação mais elaborada 
envolvendo módulos. 


Exemplo 2.10. Resolva a equação jr + 1| + |z — 2| + |z — 5| = 7. 
Solução. Note primeiro que 


1 es 
ade Tedy ic 
—gz — 1, sex< -—l 


r—2, sexr>2 
z- 2| = 
-xz +2, sex <2 


r—5, ssr>5 

C 5] = 
—x+5, sex <5 

Agora, desde que a interseção das condições x < —1 ou x > —1, x < 2 

ou x > 2, x < 5 ou x > 5 particiona a reta nos intervalos (—oc0, —1), 

[—1, 2), [2,5) e [5, +00), faz-se mister considerar separadamente x em 

cada um de tais intervalos, a fim de simplificar o primeiro membro da 


equação. Procedendo desta maneira, obtemos 


—3xz +6, sex<-—l 

-z +8, se —1<r<2 
zx+4, s2<r<5 
dx — 6, sex>5 


jæ + 1| +x — 2| + |z- 5| = 


Por fim, note que 


n a E ds = -4; como a condição —s < —1 não é 


satisfeita, não há soluções neste caso. 


e -r +8 = 7 & xr = 1; como a condição —1 < 1 < 2 é satisfeita, 
x = 1 é solução da equação. 


e r+4= T & x = 3; como a condição 2 < 3 < 5 é satisfeita, 
xz = 3 é solução da equação. 
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e 3x — 6 = 7 & x = >; como a condição té > 5 não é satisfeita, 


não há soluções neste caso. 


Logo, as raízes da equação são 1 e 3. 


Problemas — Seção 2.2 


1. * Dados números reais a e b, com a Æ 0, mostre que 


(—2, +00), sea> 0 


ER;ax+b>0Ob= 
tu É } ge ço 


Faça o mesmo para ax +b > 0, ax +b<0ear+b<0. 


2. * Dados números reais a e b, mostre que 
Ø, seb <0 


fa}, seb=0 
(a— b,a +b), seb>0 


{z ER: |z -ajl <b} = 


Faça o mesmo para |x — a| < b, |x — a| > b e |z — a| > b. 


3. * Prove que, para todos x,y € R, tem-se |xy| = |z| - |y|. 


4. Resolva, para x € R, as seguintes equações: 
(a) r? A -1| +11 =0. 
ble =a 
(co) z+ | -—3]=6. 
(d) x|x| +47 +3=0. 
(e) e = x — 
(£) 


f eia 
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z| de 


5. Resolva, para x € R 1 10,1%, a equação = = 


öl 


6. Sejam a, b, c números reais dados, com a < b. Discuta, em função 


de c, o número de soluções da equação 


|z — a| + |z — b| = c. 


T. Paran > 1 inteiro, prove que a equação (em x € R) 


e +|z— 2] + 
=((n+1)+(n4+ D+ 


+ |z — 2n| = 
+2n)—- (1+2+---+n) 
tem uma infinidade de raízes. 


8. (México.) Seja r um racional não negativo. Prove que 


r+2 
r+1 


< Zir- va 


9. (Iugoslávia.) Dados n natural e M = (1,2,3,..., 
M, = fa1,02,...,0n) e Mo = {bi, b2,... 
M tais que aq < ay < -à 


Mı U Mə = M e Mı N M: = Ü, prove que 


lay — bil+las — bol + -+ lan — bol = n’. 


2.3 Equações de segundo grau 
Consideremos, agora, a equação de segundo grau 


ax +br+c= 0, 


< an € bi > boz >- > bp. 


2n}, sejam 
, bn} subconjuntos de 


Se 


(2.7) 


onde a, b e c são reais dados, sendo a * 0. Por razões que ficarão 
claras mais adiante (veja a discussão que culmina com a fatoração 
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(2.10)), o primeiro membro de (2.7) também é denominado o trinô- 
mio de segundo grau associado à equação (2.7), e a, b e c são seus 


coeficientes. | 
Dada uma equação de segundo grau como acima, denotamos por 


A (leia-se delta) o número 


A = b — 4ac. 


Tal número é o discriminante da equação (ou do trinômio associado) 


(2.7), e, conforme veremos, será usado para discriminar (daí o nome!) 
quando a mesma possui raízes. Para tanto, comecemos com o seguinte 


resultado auxiliar. 


Lema 2.11. Dados a,b,c € R, com a # 0, tem-se 


BY? A 
ar +br+tc=a RAR a (2.8) 


A identidade algébrica acima é a forma canônica do trinômio de 


segundo grau ax? + br + c. 


Prova. Basta ver que 


ax +br+c=a 


Em Da E b?  4ac 
= O = E mé e ===: 
a 4a? 4a? 4a? 
+ Ai A E 
-=allrt— | == 
2a 4a? 


Observação 2.12. A ideia de somar e subtrair certo termo a uma 
expressão dada a fim de completar um quadrado, como feito após a 


JATT TETITP 


AET TETA AE a er Tete gprs ES RA que Ea E GPS SE sp 
ENCODER O RT RE E AEREAS ud Pra 
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segunda igualdade na prova do lema anterior, é bastante importante e 
deve ser apreendida como um tipo de truque algébrico que encontrará 
utilidade em muitas de nossas discussões posteriores, bem como na 
resolução de vários problemas interessantes. Veremos mais aplicações 
do truque de completamento de quadrados ainda neste capítulo. 


Proposição 2.13. Sejam a, b,c reais dados, com a Æ 0. 


(a) A equação ax? + br + c = 0 tem raízes reais se e só se À > 0. 


Nesse caso, suas raízes são dadas por bo A c tva. 


(b) Se A > 0, então a soma S e o produto P das raízes da equação 


do item (a) são dados por S = —Le P = £. 


Prova. 
(a) Segue de (2.8) que 
2 


b 
ar +br+c=0 < |[r+4 — 


? e 
Como fi + >) > 0 para todo x € R, se a equação tiver raízes reais, 
então deve ser A > 0. Nesse caso, é evidente de (2.9) (veja também o 
problema 1, página 56) que z + + = +4, donde segue o item (a). 


(b) Basta observar que 


D-VA | b+VA bł 


2a 2a a 


—b- VA) [b+ vA \ (DA E 
2a 2a = Mo a 
Observações 2.14. 
i. Quando A > 0, a fórmula hd para as raízes da equação de 
segundo grau ax” + bx + c = 0 é conhecida como a fórmula de 


Bhaskara. 


illi 
nam 


54 Produtos Notáveis e Equações 


ii. As fórmulas do item (b) da proposição acima são também co- 
nhecidas como fórmulas de Viète. 


iii. Nas notações do item (a) da proposição acima, se A = 0 diremos 
que a equação ax? + bx + c = 0 tem duas raízes iguais. 


O exemplo a seguir ilustra como podemos reduzir uma equação 
aparentemente complicada numa mais simples por meio de uma subs- 
tituição de variável conveniente. 


Exemplo 2.15 (OBM). Encontre todos os reais x tais que x? +1+1 = 


156 
x2-+2* 


Prova. Fazendo a a de variável y = z? + x, obtemos a 


equação y+1 = p ou ainda y?+y— 156 = 0. Como para tal equação | 


temos A = 12 — 4(—156) = 625 = 252, segue que y= 8 —-130u 
12. Mas desde que y = z? + x, reduzimos nossa aco original às 


equações de segundo grau z? + x = —13 ou z? + x = 12. Na primeira 


equação, temos À = —51 < 0 e, portanto, não há raízes reais. Na 
segunda, A = 49, de maneira que x = = — —4 ou 3. E 


O exemplo a seguir mostra que é por vezes mais útil manipular 
algebricamente uma equação de segundo grau do que resolvê-la expli- 
citamente. 


Exemplo 2.16. Encontre o valor de (3+vV2)5 
as potências envolvidas. 


+(3—v'2)º sem expandir 


Prova. Sendo u = 3 + V2 e v = 3 — V2, temos u +v = 6 e w = 7, 
donde segue que u e v são as raízes da equação x? — 6x + 7 = 0. Por- 
tanto, a substituição de x por u ou v nessa equação gera as igualdades 
verdadeiras u? — 6u + 7 = 0 e v? — 6v + 7 = 0, ou, equivalentemente, 
u? = 6u — 7 e v? = 6v —7. Multiplicando a primeira dessas igualdades 


por uf e a segunda por v*, onde k > 0 é inteiro, obtemos as igualdades 


a e e qr Ou T 
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“somando membro a membro as relações acima, obtemos finalmente 


ut? EE yE t2 Rs our E gri) = T(u" ai vf). 


Escrevendo a relação acima respectivamente para k = 
obtemos sucessivamente 


0, 1, 2 e3, 


u? +v = 6(u+v)—7-2=6.6-—14= 22 

u? +v? = 6(u? +v’) — Tu +v) =6-22—7-6=90 

ut + vt = 6(u + v?) — 7(u? + v?) = 6 - 90 — 7 - 22 = 386 
u? +v” = 6(uf + vf) — 7(u? + v) = 6 -386 — 7 -90 = 1686. E 


Para o próximo exemplo, veja que se a soma e o produto de dois 
números reais forem positivos, então ambos os números são positivos. 


Exemplo 2.17 (OCM). Sejam p e q reais dados. Se as raízes da 
equação x? + pz + q = 0 são reais, positivas e distintas, mostre que o- 
mesmo ocorre com as raízes da equação qz? + (p — 29)x + (1 — p) = 0. 


Prova. Note inicialmente que q # 0, pois do contrário a equação 
q? + px + q = 0 se reduziria a z? + px = 0, e daí teria uma raiz igual 
a O, contradizendo nossas hipóteses. 

Sejam agora À e A” respectivamente os discriminantes dos trinô- 
mios ax” + pz +q = 0 e qz? + (p — 2q)£ + (1— p). Mostremos primeiro 
que A’ > 0, o que garantirá que as raízes da segunda equação são 
reais e distintas. Como a equação x? + px + q = 0 tem raízes reais e 
distintas, temos A = p° — 4q > 0. Logo, 


A" = (p-29) —4g(1—p) 
= p — 4q +4 
— A +4 >0. 


Agora, de acordo com o parágrafo imediatamente anterior a este e- 
xemplo, para mostrar que as raízes de qz? + (p — 2q)x + (1 — p) = 0 


a 
Vai 
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são positivas, basta mostrarmos que a soma S’ e o produto P’ das 


mesmas são ambos positivos. Ora, desde que as raízes da equação É 


£? + pr + q = 0 são positivas, temos —p > 0 e q > 0. Portanto, pelas 
fórmulas de Viète, temos 


o dee 
[sp E O 
q 
e 
so oe | 
pis a E 
q4 q q 


Terminemos nossa discussão sobre equações de segundo grau com 


a seguinte observação: se a Æ 0 e ax? + br +c = 0 tiver raízes reaisa | 


e 5 (não necessariamente a # 5), então teremos a fatoração 
ax? + br + c= alx -— a)(x — 8). (2.10) 
De fato, segue do item (b) da proposição 2.13 que, para todo «x real, 


alr—-o)(x—B) = ajz? — (a a + a 8] 
(es 


É instrutivo comparar o resultado de (2.10) com (2.2). O segundo 


membro de (2.10) é denominado a forma fatorada do trinômio ax? + 
ba + c. 


Problemas — Seção 2.3 


1. * Dado um real a Æ 0, encontre todos os x € R tais que z? = a°, 


sem recorrer à fórmula para as raízes de uma equação de segundo 
grau. 
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2. Sejam a, b e c reais dados. Se ac < 0, mostre que a equação 
ax? + ba + c = 0 tem duas raízes reais distintas. 


3. Se as soluções da equação x? — |x| — 6 = 0 são raízes da equação 
2 


x — ax + b = 0, calcule os valores de a e b. 

4. Sejam b, c números reais dados, tais que a equação x? +b|x|+c = 
O tenha raízes reais. Prove que a soma de tais raízes é sempre 
igual a 0. 


5. Resolva, para x € R, as seguintes equações: 


(a) x+vz+2=10. 
(b) vz +10 — y2r +3 = v1 — 3r. 
(c) (OCM.) x? + 18x +30 = 2/72 + 18x + 45. 


6. (IMO.) Em cada um dos casos (a) A = v2, (b) A = 1e (à) 


A = 2, encontre os valores reais de x para os quais tenhamos 


Ve+v2e-1+V2z-v22r—-1=4. 


7. Um professor elaborou três modelos de prova. No primeiro mo- 
delo, colocou uma equação do segundo grau; no segundo mo- 
delo, colocou a mesma equação, trocando apenas o coeficiente 
do monômio de grau dois; no terceiro modelo, colocou a mesma 
equação do primeiro modelo, trocando apenas o coeficiente in- 
dependente de x. Sabendo que as raízes da equação do segundo 
modelo são 2 e 3 e que as raízes do terceiro modelo são 2 e —7, 
decida se a equação do primeiro modelo tem raízes reais e, se 
esse for o caso, calcule tais raízes. 


8. Sejam a e b reais não nulos e distintos. Se a equação xº+ax+b = 
0 tem raízes a e b, encontre os possíveis valores de a — b. 
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10. 


11. 


12, 


13. 


14. 


l5. 


16. 


17. 
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Se as raízes da equação x? — 13x + 9 = 0 sãoaep,eaeb 
são reais tais que a equação x? + ax +b = 0 tem raízes a? e 52, 


calcule o valor de a + b. 


A equação x?+x—1 = O tem raízes u e v. Encontre uma equação 


de segundo grau que tenha raízes ué e vê. 


(OCM.) As raízes da equação 1º 
contre um trinômio de segundo grau cujos coeficientes envolvam 
somente S ou P e cujas raízes sejam os números aS+P e 6S+P. 


Use a teoria de equações de segundo grau desenvolvida nesta . 


seção para calcular o valor da soma (7 + 4/3) 


5 + (7 = 4/3). 
Sejam a e 8 as raízes da equação 1º — 5x + 1 = 0, Calcule 
af + BF, para 1 < k < 5 inteiro. 

2 


Se q é uma raiz da equação xº — x — 1 = 0, calcule os possíveis 


valores de a — 5a. 


Para quais valores inteiros de m a equação xr?’ + ma +5 = 0 tem 
raízes inteiras? 


Mostre que, para todos a,b,c € R, sendo a + 0, a equação 


1 R 1 1 
=b =c a? 


possui exatamente duas raízes reais e distintas. 


Resolva a equação x = 4/x — + + 4/1 — + no conjunto dos nú- 


meros reals. 


— Sx + P = 0 são a e p. En- { 
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2.4 Equações polinomiais 


Neste ponto é natural nos perguntarmos sobre como resolver a 
equação resultante da generalização natural das equações ax + b = 0 
e ax? + br + c = 0, qual seja, a equação polinomial de grau n 


Mt” ki Pta aE, (2.11) 


onde n > 1 é inteiro e ao,01,...,a, são reais dados”, com a, Æ 0. 
Observe que, quando n = 1 ou n = 2, voltamos respectivamente às 
equações de primeiro e segundo graus discutidas acima. 

Nos contentaremos aqui em discutir alguns casos particulares e 
tecer alguns comentários que, acreditamos, serão úteis ao leitor, dei- 
xando um estudo mais sistemático das mesmas para o volume 6. Pri- 
meiramente, para equações polinomiais de graus n = 3 ou 4, fórmulas 
há, construídas em termos dos coeficientes ag, @1,...,an da equação 
e que fornecem as raízes da mesma. Conforme ensina I. Stewart no. 
capítulo 4 de seu interessantíssimo livro [45], tais fórmulas derivaram 
dos trabalhos dos matemáticos italianos Scipione del Ferro, Girolamo 
Cardano, Niccolò Tartaglia e Lodovico Ferrari. Porém, tais fórmulas 
são demasiadamente complexas para serem úteis e, portanto, não as 
discutiremos aqui. A fim de convencer o leitor da pertinência dessa 
afirmação, mencionamos que a fórmula de Cardano para a resolução 


da equação de terceiro grau az? + bx? + cx + d = 0 é a seguinte”: 


a a a O 


= pê + ee Sad or = 3 (veja, contudo, os problemas 3, 9 


Var v2+(r—p?) 


onde p = =, q 
e 10, página 64). 
Para equações polinomiais (2.11) de grau n > 5, o matemático no- 


rueguês Niels H. Abel e o matemático francês Evariste Galois, ambos 


“Estamos empregando aqui a notação de sequências de números reais. Para 
maiores detalhes, referimos o leitor ao capítulo 4. 
“Cf. http://www .math.vanderbilt.edu/--schectex/courses /cubic. 
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Figura 2.3: Cardano Figura 2.4: Tartaglia 


do século XIX, provaram independentemente que não existe fórmula, 
construída em termos dos coeficientes da equação, que forneça as so- 


luções reais da mesma. Bem entendido, não importa quão inteligente . 


alguém seja; eles provaram que é impossível descobrir uma tal fórmula, 
simplesmente porque a mesma não existe! 


Figura 2.5: A despeito de sua morte prematura, aos 
21 anos, em um duelo, Galois é considerado um dos 
maiores matemáticos que já existiu. Seus trabalhos 
sobre equações polinomiais de grau n > 5 e teoria dos 
grupos constituíram a base do que hoje é conhecido 
como a Teoria de Galois, sub-ramo da Álgebra com 
aplicações em várias partes da matemática. 


Alguns tipos particulares de equações de grau 4 ou 6 são sufici- 
entemente simples para merecerem certa atenção, especialmente por- 
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que substituições de variável apropriadas as reduzem imediatamente 
a equações de segundo grau. Examinemos primeiramente as equações 
biquadradas, i.e., equações do tipo 


ax" + br? +c=0, (2.12) 


com a Æ 0. A substituição de variável y = r? para a equação biqua- 
drada acima a transforma na equação de segundo grau ay” +by+c = 0, 
para a qual já sabemos procurar as soluções reais. Portanto, para cada 
raiz real não-negativa y = a dessa última equação, resolvendo a equa- 


* = a, obtemos o par de raízes reais z = +,/a para a equação 


ção x 
biquadrada original. Reciprocamente, se x = 5 é uma raiz da equa- 
ção biquadrada original, então é imediato que y = 8º é uma raiz real 
não-negativa da equação de segundo grau ay? + by +c = 0. Provamos, 


portanto, o seguinte resultado. 


Proposição 2.18. Dados números reais a, be c, com a Æ 0, as raízes 
reais da equação biquadrada ax“ +bx2+c = 0 são os números da forma, 
+ a, onde a é uma raiz real não-negativa da equação de segundo grau 
ay? + by + c = 0. | 


Note, contudo, que a fim de encontrar efetivamente as raízes reais 
de uma equação biquadrada, melhor que gravar o enunciado da propo- 


sição acima é lembrar a discussão do parágrafo anterior e, em especial, 


a fácil substituição y = x°. 


Exemplo 2.19. Encontre as raízes reais da equação biquadrada x“ + 
52º = 7 =0. 


2 


Solução. A substituição y = x“ nos leva à equação de segundo grau 


y” + 5y — 7 = 0, para a qual A = 53. Portanto, as soluções dessa 


EVA E 
Z e Como a 


da equação biquadrada original são dadas pelas soluções da equação 


ias sado / abs | E 


última equação são y = < 0, as raízes reais 


, 1.€., SãO OS números 
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Para equações bicúbicas, 1.e., equações do tipo 
ax? + br? +c=0, (2.13) 


podemos fazer uma discussão análoga à acima, reduzindo novamente 
o problema da determinação das raízes reais da mesma à resolução 
de uma equação de segundo grau. Referimos o leitor ao problema 3, 
página 64, para a elaboração dos detalhes correspondentes. 
Examinemos, por fim, equações recíprocas de grau 4, i.e., equa- 


ções polinomiais de grau 4 da forma 
axt + bz’ + cz? + br +a = 0., 


onde a, b e c são reais dados, sendo a Æ 0. O nome recíproca provém da 
simetria dos coeficientes da equação (veja o problema 16, página 67). 

Inicialmente, note que 0 não é raiz da equação acima, uma vez que 
a + 0. Portanto, um número real x é raiz da mesma se, e somente se, 
for também raiz de 


b 
ar +br+c+-+5=0, (2.14) 
T a 


equação obtida da equação original dividindo-se ambos os membros 

daquela por x2. Escreva o primeiro membro da última equação acima 

como 
| ão ú 1 

GN e O e ES 

A ideia agora é efetuar a substituição de variável y = x + L, note, 

contudo, que a implementação da mesma não é imediata, tendo-se 


primeiro de notar, conforme (2.1), que 


2 


Portanto, x? + 5 = y? — 2, de maneira que resolver (2.14) equivale a 
resolver a equação de segundo grau 


aly? — 9) +by+e=0. (2.15) 
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Há, entretanto, uma sutileza envolvida na discussão acima: decerto 
que toda raiz real x = a de (2.14) gera a raiz real 8 = a + 2 da 
equação a(y? — 2) +by++c = 0. Contudo, a recíproca não é verdadeira: 
nem toda raiz real y = p dessa última equação gera raízes reais x = q 
da equação recíproca inicial. De fato, uma vez obtida uma raiz real 
y = b de a(y?° — 2) + by + c = 0, a fim de obter as possíveis raízes 


correspondentes da equação recíproca, temos de resolver a equação 


1 
B e 
T 


ou, equivalentemente, x? — Bx + 1 = 0. Como o discriminante da 
mesma é 


A=- 4, 


tal equação só terá raízes reais quando 8º —4 > 0, i.e., quando |8| > 2. 

Assim como com equações biquadradas, para encontrar efetiva- 
mente as raízes reais de uma equação recíproca de grau 4 é mais prá- 
tico seguir os passos que nos fizeram obter (2.15) a partir de (2.14). 


Exemplo 2.20. Encontre as raízes reais da equação de grau 4 
21º + 51º + 6r? +57 4+2-0. 


Solução. Dividindo ambos os membros por x? e reagrupando termos, 
obtemos a equação 


1 1 
2 “+ +5 r+- +6=0. 


Fazendo a substituição y = x + E, segue que y? = z? + 3 +2, de modo 
que a equação acima equivale à equação 


2(y* — 2) +5y +6 =0, 


cujas raízes são y = —2 ou y = —4, Portanto, as raízes reais da 
equação original são as soluções das equações x + E = —2 ou g + 
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—-1 A primeira dessas equações equivale a z? + 2x +1 = 0 


2º 


e, portanto, tem duas raízes reais, ambas iguais a —1. A segunda 
equivale a 2z? + x + 2 = 0, que tem discriminante A = —15 < De, 


portanto, não possui raízes reais. | E 


Problemas — Seção 2.4 


1. Mostre que, para todo real a + 0 dado, as equações 


ar? — r? — x — (a+1)=0 eax -rx—-(a+1)=0 


têm uma raiz comum. 


. (União Soviética.) Faça os itens a seguir: 


(a) Para x real, escreva o número z? — 3x? + 5x na forma 
alx — D+b(x- 1) +c(z—1)+d, 


com a,b,c,d E Z. 


(b) Se z e y são reais tais que x? — 372 +5x = 1 e y’ —3y'+5y = 
5, calcule os possíveis valores de x + y. 


3. * Elabore, para a equação bicúbica az + bz? + c = 0, uma dis- 


cussão análoga àquela feita no texto para equações biquadradas 


e que nos levou à proposição 2.18. 


Prove que uma equação bicúbica tem no máximo quatro raízes 


reais. 


. ~ . . . 3 2 
* Considere a equação polinomial de terceiro grau z? + ax” + 
ba + c = 0, onde a, b e c são números reais dados, com c Æ 0. Se 
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xr = a é uma raiz real (não nula) da mesma, prove que existem 
números reais 5 e y tais que vale a fatoração 


r? +az’ +br + c= (zx — a(z? + Bu +). 


Conclua, a partir daí, que a equação polinomial em questão tem 
no máximo três raízes reais. Nesse caso, sendo q, 8 e y tais 
raízes, mostre também que: 


(a) Se a, B e y forem dois a dois distintos, então 
r? +ar +br+r+c=(x-a(r- b)(£— y). 
(b) Se œ = 8 7, então 
r? +az? +br + c= (z-a (x). 
(c) Se a = 8 = y, então 
r? +ar? +br +c= (z-a. 


Este resultado generaliza a forma fatorada (2.10) de uma equa- 


ção de segundo grau e é um caso particular do algoritmo da 


divisão para polinômios. 


6. (a) Mostre que o número real a = V2 + V5 + V2 -— v5 é raiz 
da equação xº + 3x — 4 = 0. 
(b) Conclua que a é um número racional. 
7T. * Estabeleça as relações entre coeficientes e raízes para uma 


equação polinomial do terceiro grau: se os reais do, 04, az € ag 
(as + 0) são tais que a equação polinomial de terceiro grau 


asc mor” A ax+ag=0 


“Para maiores detalhes acerca desse ponto, assim como para a generalização do 


resultado do problema 7, página 65, remetemos o leitor ao capítulo 4 do volume 
6. 
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tem raízes reais %1, £2 € £3, então 


Ea o 


%1%o + LyX3 + Lo%3 = É. (2.16) 


43 
ao 


Lilo t3 = =a 


8. Sabendo que a equação 8z? — 6x + 1 = 0 possui três raízes reais, 
a, B e y digamos, calcule a? +82 +y2, a +83 +9? eat + pt +A. 


9. Ainda em relação à equação polinomial de terceiro grau z? + 
ax? + bx +c = 0, com a,b,c € R, prove que existe um número 
real d tal que a substituição de variável x = y + d transforma 
tal equação numa equação da forma y? + py +q = 0, para certos 


números reais p € q. 
10. Em relação à equação z= 117 +16 =0, faça os seguintes itens: 


(a) Faça a substituição de variável xr = u +v e obtenha a equa- 
ção equivalente, nas duas variáveis u e v, à equação dada. 


(b) Imponha que uv = —5(—11) (i.e., —5 do coeficiente de x na 
equação dada) e conclua que a equação em duas variáveis 
do item (a) se transforma na equação bicúbica uô + 16u? + 
UNS- 
(5) —0. 
(c) Ache u e v, e conclua que uma raiz da equação do enunciado 


é 


Os itens acima descrevem, num exemplo prático, as ideias por 
trás da fórmula de Cardano. | 


11. * Se x é um real não nulo e tal que [x + — | = 3, calcule os 
£ 


possíveis valores de z? + =. 
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12. Se x é um real não nulo tal que x + 1 = 4, calcule o valor de 
Ac od 
£ 


13. Se z? — x — 1 = 0, calcule o valor de 


ES 1N2 
> — | + [xº-— 
T g? 


14. (Cingapura.) Se z? — 4x + 1 = 0, calcule os possíveis valores da 
expressão 
bth- (eti +a 

TEENITI 
15. Resolva a equação recíproca z4 — 7z? + 14x? — 7z + 1 = 0. 


16. Dados números reais ao, a1, ...,@n, com a, Æ 0, a equação poli- 


nomial 


n —1 
An Hana +-ctaxta=0 


é dita recíproca se a, = an- para 0 < k < n. Se a é uma raiz 
real dessa equação, prove que a Æ 0 e que a também é raiz da 


mesma”. 


17. Faça os itens a seguir: 
(a) * Para um número real x Æ 0, obtenha uma expressão para 
x” + 5 em função de y = x + À. 


(b) Use o item anterior para reduzir a equação recíproca ax + 
bx? +crt + dr +cr?+br+a = 0, de grau 6, a uma equação 
de polinomial de grau 3. 


T 5 . . ~ Ro 
O nome recíproca se justifica então pelo fato de que equações recíprocas têm 
raízes reais recíprocas em pares. 


Ha 


68 


Produtos Notáveis e Equações 


CAPÍTULO 3 


Sistemas de Equações 


Um sistema de equações é um conjunto 


E, =0 
Es =0 
En =0 


de equações a uma ou mais variáveis reais, as quais devem ser sa- 
tisfeitas simultaneamente. Aqui, Fy,..., E, representam expressões 
envolvendo uma ou mais variáveis reais. 

Resolver um tal sistema significa encontrar todos os valores das va- 
riáveis que satisfaçam todas as equações do sistema ao mesmo tempo, 
e neste capítulo tencionamos desenvolver técnicas para resolver de ma- 
neira sistemática algumas classes importantes de sistemas de equações. 
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TO | Sistemas de Equações 


3.1 Sistemas lineares e eliminação 


Os mais simples — e, para nossos propósitos, também os mais úteis 
— sistemas de equações são os sistemas lineares com duas equações 
e duas variáveis ou três equações e três variáveis, i.e., sistemas respec- 


tivamente de uma das formas 


ax + biy +Cz = dı 
ou a£ +Hby+coz = do, 
asz + bzy + cz = dz 


aiz + by = G (3.1) 
aox +bY = O l 
onde os coeficientes a;, b;, Ci, d; são números reais dados, não todos 
nulos, e x,y ou x,y,z são as incógnitas do sistema. 
O método mais eficiente para a solução dos sistemas lineares acima 
é o algoritmo! de escalonamento, também conhecido como elimi- 
nação Gaussiana”, o qual se baseia no resultado a seguir 


Lema 3.1. Dadas expressões algébricas E e F nas variáveis x,y (ou É 
£, y, Z) e números reais a, b e c, os sistemas : 


E +cF =a + cb 
F =b 


E=a 


Psi ~ 


têm as mesmas soluções. 


Prova. Provemos o lema no caso em que E e F são expressões algé- 
bricas nas variáveis £ e y; o outro caso é totalmente análogo. Suponha 
que x = To € Y = Yo resolvem o sistema da esquerda, i.e., que substi- | 
tuindo x por xo e y por y em E e em F, as igualdades E = a e F = b f 
se tornem verdadeiras, o que denotaremos escrevendo E (zo, Yo) =a € 


Um algoritmo é uma sequência finita de operações bem definidas que, uma E 
vez realizadas, fornecem um resultado, também denominado a saída do algoritmo. E 
Veremos mais exemplos interessantes de algoritmos nos volumes 4, 5 e 6 desta | 


coleção. 
2 Após J. C. F. Gauss. 
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Pre sed O SS o U U Dna a a a L 


Figura 3.1: O matemático alemão dos séculos XVIII 
e XIX Johann Carl Friedrich Gauss é frequentemente 
considerado o maior matemático que já existiu. Nas 
várias áreas da Matemática em que trabalhou, como 
Teoria dos Números, Análise e Geometria Diferen- 
cial, há resultados ou métodos dos mais importantes 
e que hoje levam seu nome. Sugerimos ao leitor o 
livro [46] para uma interessante biografia de Gauss. 


F(xo,y0) = b. Então a substituição de x por xo e y por vo em E + cF 
nos dá, 


(E + cF)(xo,y0) = Elxo,yo) + CF (£0, y0) = a + cb, 


e maneira que t = To ey = yo também resolvem o sistema da 
direita. Reciprocamente, se £ = £o ey = Yo resolvem o sistema da 
direita, então, desde que E = (E + cF) — cF, um argumento análogo 
ao acima mostra que £ = To e y = yo resolvem o sistema da esquerda. 
Portanto, ambos os sistemas têm as mesmas soluções. [E 


| Voltando aos sistemas lineares (3.1), mostremos como uma aplica- 
ção apropriada do lema acima — e é precisamente nisto que consiste 
: método do escalonamento — leva a uma rápida solução dos mesmos. 

omecemos ] ] ICI 
pelo sistema da esquerda que, por simplicidade de nota- 
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ção, escreveremos na forma 


ax+by = e 
cx+dy = f 


Uma vez que ao menos um dos coeficientes a, b,c, d é não nulo, po- 
demos supor, sem perda de generalidade, que a + 0 (senão, basta 1 


reescrever o sistema como 


dy+er = f 
by+axr = e 


by+ax = e 
dy+cx = f 


cx +dy = f 
ax +by = e 


conforme c, b ou d seja não nulo, e trocar a por um desses números na § 


discussão a seguir). 


Seja então a O e E = ax + by, F = cx + dy. Trocando a equação | 


F = f pela equação : P 
| F--E=f-—-e, 

a a 
obtemos o sistema 


E = -Ê 
F— +£ Ta 


e o lema 3.1 garante imediatamente que as soluções desse sistema E 
coincidem com aquelas do sistema original, de modo que, para resolver | E 
aquele sistema, é suficiente resolver este último. Por outro lado, como | É | 


no bc 
F — ĈE = (cx + dy) — “(ax + by) = d— — |y, 
a a a 


o sistema acima se reduz a 
ax+by = e 
o dys f) 


onde d' = d — 


a 


e e f'= f — ĉe. Há agora três casos a considerar: 
; a 
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e Se d' Æ 0 (ou, equivalentemente, ad — be 0), então a segunda 


equação acima nos dá y = a e à substituição desse resultado na 


b š 
1 (e — E) O sistema 
é então dito possível determinado, uma vez que possui uma 
única solução. 


primeira equação fornece z = i(e—by) = 


e Sed' = 0 (ou, equivalentemente, ad— be = 0) e f” £ 0, o sistema 
é incompatível ou impossível, uma vez que a segunda equação 


se resume a Oy = f’, uma igualdade impossível para qualquer 
real y. 


e Sed' = f’ = 0, a segunda equação se resume à igualdade Oy = 0, 
a qual é verdadeira para todo y real. Portanto, o sistema como 
um todo se resume à equação ax + by = 0, a qual possui uma 
infinidade de soluções (fazendo y = t, onde t € R, obtemos 

= —+), e o sistema é dito possível indeterminado. 


Gostaríamos de frisar que, assim como no capítulo anterior, em 
exemplos práticos é muitas vezes mais fácil executar os passos do es- 
calonamento do que relembrar quaisquer fórmulas. Como evidenciado 
pela discussão acima, os passos a que nos referimos se resumem a eli- 
minar (daí o nome eliminação Gaussiana) a variável x da segunda 
equação, trocando essa última por ela mesma somada a um múltiplo 
apropriado da primeira equação. 


Exemplo 3.2. Utilize o método do escalonamento para achar os va- 
lores reais de m para os quais o sistema de equações 


2r + my = 
mr + 2y = 


niw CO 


seja impossível, possível indeterminado ou possível determinado. 
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m 


Solução. Trocando a segunda equação por ela mesma somada a —S 


vezes a primeira, obtemos o sistema equivalente 


2% + my = 
m? ps 
2-8 =- 


Se 2 — m Æ 0, o que é o mesmo que m £ +2, então a segunda 
' 3(1—m) 
4m? > 


um único valor para x, qual seja 


viw 


(1 — m) 


equação acima nos dá y = 


Logo, o sistema é possível determinado para todo m + 2. 

Se m = +2, então a segunda equação se reduz a Oy = *(1 T2 A 
qual representa uma igualdade impossível em qualquer caso. Logo, o 
sistema é impossível em ambos os casos m = 2, m = —2. E 


Para uma interpretação geométrica do método do escalonamento 
para sistemas lineares de duas equações e duas incógnitas, veja o pro- 
blema 6.2.5 do volume 2. 


Voltemos agora nossa atenção ao sistema da direita em (3.1). AJ 


fim de analisá-lo, denote E; = ax + biy + ciz para 1 < i < 3, de modo 
que o mesmo se reduza a 


Es = do 
Es = ds 


e daí a primeira equação fornece. 


Assim como para sistemas em duas variáveis, podemos supor que q Æ . 


0 (os outros casos são análogos). Trocando as equações E, = dze É 


Es = ds respectivamente por 


Og A2 a3 As .. 
E» — — F = də — ~d; e Es — — F = d3 — —dı 
ai 41 1 dı 
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(a fim de eliminar a variável x da segunda e da terceira equações), 
obtemos o sistema equivalente 


E, Mar dy 
Es E a hi = po ad 
Es = a ds Es ah 
Como 
De e Je 
-ŽB = (az£ + bay + c22) — ~ (ag + biy + c12) 
1 
b aob1 doC1 
= > RR S. po a 
1 dq 
= Boyd 


a / = 
e, analogamente, E; — “= E, = bzy +c4z, basta então resolver o sistema 


aj x + biy +Haz = d 
2Y T C32 = 2 3 
bY tea = d 


/ = —_— a2 Poa ag 
onde d do = dı e ds = də ody | 
z / / / 1 . . . . . 
Caso todos os números bo, C2, b3, C3 Sejam iguais a 0, o sistema acima 
se reduz a 
aix +biy tcez = d 


G = g 
O = d; 
de dy # 0 ou d} Æ 0, o sistema é impossível; se d} = 3 = 0, o sistema 


é possível indeterminado, uma vez que se resume à única equação 


ax + biy + cz = 0, a qual possui obviamente uma infinidade de 
soluções. 


Suponha, pois, que ao menos um dos números b3, €2,03 OU ch é 


P f 
nao nulo, digamos b, + O (como antes, os outros casos podem ser 
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tratados analogamente). Então, aplicando o método do escalonamento f ] 


ao sistema 


2Y +z = d 
3Y + C2 = d 


obtemos um sistema da forma 


AX + biy CIA. = dı 
Y tz = do, 
Co e da 


ainda equivalente ao sistema original. A discussão prossegue então E 


como antes, concentrando nossa atenção na terceira equação c52 = da. 
Também como antes, há três casos: | 


e Se c3 Æ 0, então a terceira equação acima.nos dá um valor único | 
para z, digamos z = y; como b; Æ 0, a substituição desse valor : 
na segunda equação fornece y = z (do — G2) = (do -h f 
Finalmente, como aı Æ 0, a substituição na primeira equação - | 
dos valores assim obtidos para y e z nos dá uma único valor | l 


para x, e concluímos daí que o sistema é possível determinado. 


e Sec; = 0 e d3 £ 0, o sistema é impossível, uma vez que a terceira f 


equação se resume a 0z = d}. 


e Se c3 = d} = 0, então a terceira equação se resume à igualdade 
0z = 0, e o sistema como um todo se resume a 


axtby+cz = dy 


/ / e) / 
2Y +C2 = do 


ou, O que é o mesmo, 


ALH biy = dı amo 


/ ao I si 
2Y = do — C37 
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/ < X é 
Como a; e b, são não nulos, para cada valor real z = y O sistema 


correspondente 


aiz + biy = dı GY 
24 = dy 67 


2 


é possível e determinado; portanto, o sistema original em z, Y, z 
é possível indeterminado. 


Podemos resumir a discussão acima afirmando que o método de 
eliminação para sistemas lineares 


axtbytcz = d 
a£ + by + &z = do 
a3zx£ + bay Cam EE ds 


consiste em executar a seu turno os três passos a seguir: 


1° Eliminar a variável x da segunda e da terceira equações, tro- 
cando-as por elas mesmas somadas a múltiplos apropriados da 
primeira equação, obtendo um sistema da forma 


nvtbytcz = d 
2Y + C92 2 
sytchz = d 


2º Eliminar a variável y (caso b, Æ 0) da terceira equação, trocando- 
a por ela mesma somada a um múltiplo apropriado da segunda 
equação, obtendo um sistema da forma 


QT F biy eo = di 
byt oz = d 
Co Su 


[0] . ~ II . . . e . 
3% Analisar a equação chz = dg a fim de decidir se o sistema original 
é possível determinado, possível indeterminado ou impossível. 
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| Como antes, mais vale guardar os passos genéricos acima que quaisquer E Finalizamos essa discussão inicial sobre sistemas lineares obser- 
LD detalhes da discussão anterior. Vejamos mais um exemplo. E vando que o método de eliminação pode ser facilmente generalizado, 


de maneira a estudar o sistema linear com m equações e n incógnitas 


| Exemplo 3.3. Encontre todos os valores reais de m para os quais o 
| 


, o sistema de equações i axar t'e F ainn = b 
i r +y- mz — —1 a211 + Q99%9 + *** + AonTn RR bo (3 2) 
o 
ha 2x+my+tz = l | 
| | mi +Hy—2Z = 2 | | amati tamta + stamina = bm 
RE seja impossível. | onde os a;; e b; são reais dados, com nem todos os a;; iguais a zero. 
do Solução. Multiplicando a primeira equação respectivamente por 2 i Contudo, como não faremos uso sistemático de tais sistemas nestas 
e | n > . aÃ 
dE e por m, e subtraindo, também respectivamente, os resultados assim E notas, não desenvolveremos aqui a generalização correspondente. O 
obtidos da segunda e terceira equações, obtemos o sistema equivalente E leitor interessado pode consultar o Capítulo 1 de [26] para uma discus- 
| E são geral acessível e completa de sistemas lineares. Um caso particular 
— = e] É ; . E o 
THy—mz E de interesse será examinado na seção 6.2 do volume 6 (cf. proposição 
e CAR sd a $ 610) 
1-my-(l-mt)z = 2+m 
Se m = 1, a última equação se resume à igualdade impossível 0 = 3,e E 
o sistema original é impossível. Se m 1, troque a segunda equação E : 
ir 1 Problemas — Seção 3.1 
por ela mesma, somada a — 5 vezes a terceira, obtendo o sistema à 
equivalente | | ax + by = e 
| | : 1. Suponha que, no sistema linear , tenhamos a, b, 
yF y= mz | = —1 : cx + dy = f 
(m2 +m- 1)z — amimi : c, d, e, f £0. Prove que: 
l-m E 
2 
l-mjy-(lI—-m)z = 2+m ; E 
jy = ) (a) £ + È « o sistema é possível determinado. 
. —1+47/5 : 2 2 ; ; y F . ; 
Semt+m-1l=0,ie,m= o o sistema é impossível, uma vez | (b) £ = $ = 7 & o sistema é possível indeterminado. 
2 | =1+v5 tã | > 
e =m? — 3m + 7 Æ 0 para tais valores de m; sem então a . | = | 
qu ER f P É ai i (c) $=? 7 & o sistema é impossível. 
segunda equação nos dá um único valor possível para z, o qual, subs- | 
tituído na terceira equação, fornece por sua vez um único valor para | 2. Em relação ao sistema linear (3.2), faça os seguintes itens: 
y; por fim, tais valores para y e z, substituídos na primeira equação, $ 
nos dão um único valor para x, e o sistema é possível determinado. | (a) Se b1 = bz =---= bm = 0, prove que o sistema sempre tem 
= | —1+vV5 $ 5 
Logo, os valores procurados para m são m = 1 ou m = ie E} pelo menos uma solução. 
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(b) Se o sistema tiver pelo menos duas soluções, então ele terá 
uma infinidade de soluções. 


3. Encontre todos os valores reais de a para os quais o sistema de 
equações 
t+2y— dz =4 
SD q dg 2 
4x + y+ (a? -14)z=a+? 


seja impossível. 


4. Resolva o sistema de equações 


A E N: 
Sp vo 
ED B a 
Fc 
EO ndo us: 
= e dO 
(OCM.) Encontre todas as soluções reais 71, £2, ..., £109 do sis- 
tema linear 
TZ + Xo + X3 = 
Tə + L3 + L4 — 0 
Zog + əy + ioo = O 
Z99 + L100 + Tı = 
tioo t tit Tə = 0 


3.2 Miscelânea 


Voltando-nos ao estudo de outros tipos relevantes de sistemas de 
equações, a proposição a seguir mostra como resolver sistemas de 
segundo grau. 
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"Proposição 3.4. Dados números reais S e P, o sistema 


TF =6S 


o an (3.3) 


possui da reais se e só se S? > 4P. Nesse caso, as soluções são 
dadas por £ = a, y = 5 ou vice-versa, onde a e 8 são as raízes da 


equação de segundo grau u? — Su + P = 0. 


Prova. Note primeiro que, sendo a e 8 as soluções da equação u? — 
Su + P = 0, sabemos pelas fórmulas de Viète (cf. item (b) da propo- 
sição 2.13) que a + 8 = S e aß = P. Portanto, os pares x = =p 
e x = p, y = a satisfazem o sistema do enunciado. 

Reciprocamente, seja £ = £o, Y = Y uma solução qualquer do 
sistema (3.3). Então a segunda equação nos dá P = £oyo = Lo(S — To), 
ou ainda vj— Sxo+P = 0. Portanto, zo é raiz da equação u?—Su+P = 
0, donde segue que xo = a ou zo = 8. Como a + 8 = S, temos duas 
possibilidades: 


e Se To = a, então a primeira equação do sistema nos dá Yy = 


S — to = S—-a=B. 


e Se x9 = 5, então, novamente pela primeira equação do sistema, 
temos Yo = S — to = S — b = Q. E 


Os exemplos a seguir mostram como reduzir a solução de sistemas 
de equações mais complexos àquela de sistemas de um dos tipos mais 
simples discutidos até o momento. 


Exemplo 3.5. Encontre todas as soluções reais do sistema de equa- 
ções 
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Solução. Escrevendo o primeiro membro da primeira equação como : l Algumas equações aparentemente complicadas podem ser resolvi- 
(a? ED rD = pa A | das facilmente a o maneira de Ean Ta em 
i EON N ET ET l | sistemas de qu Não há procedimento geral que diga quando ou 
in E como isso pode ser feito, de modo que cada equação deve ser analisada 
i | chamando x + y de a e xy de b, obtemos o sistema 7 | separadamente. O exemplo a seguir mostra que um truque algébrico 
i : frequentemente útil nesse sentido é a introdução de novas variáveis. 
| 


b +a? —2b=9 : | | 
a(b-D)=3 f Exemplo 3.6 (Israel). Encontre as soluções reais da equação 


Escrevendo agora | vi3+z7z+vV4-7=83. 


Ppa -2 = aé+(b"-2b+I)—1 É | Solução. Fazendo a = Vi3 + z e b = V4-x=3, obtemos a +b = 3 
= a eUs =] | : CC eaf +b = (13+ x) + (4 — x) = 17, i.e., reduzimos o problema de 


TOE l resolver a equação dada àquele de resolver o sistema 
e fazendo a substituição b — 1 = c, obtemos finalmente o sistema 


aS i a +c = 10 A | E 17 
fissão Ba . E a + = 
| ac = 3 : 


H ah 


E a Dead acenda suis so quis sais dd Utilizando duas vezes a fórmula (2.1) para o quadrado de uma soma, 


2 


a? no resultado, obtemos a equação biquadrada a?(10 — a?) = 9, de obtemos 


a! + bl = (a? +b)? =» Da2b? 
1 = |(a +b — 20b]º — 2(ab) 
(a,c) = (1,3), (—1, —3), (3,1) ou (—3, —1) d = (9-2ab)? — 2(ab)? 

1 = 81 — 36ab + 2(ab)?, 


maneira que a° =1 ou9 e, portanto, a = +1 ou +3. Temos então as : | 17 
possibilidades J 


e, a partir daí, 


(a,b) = (1,9),(-1,-2),(3,2) ou 30: ou ainda 


(ab)? — 18(ab) + 32 = 0. 


Por fim, para cada um de tais pares a,b, obtemos um sistema do 


tipo (3.3) em x,y. Resolvendo os 4 sistemas assim obtidos, chegamos Resolvendo para ab a equação de segundo grau acima, obtemos ab = 2 


às soluções reais ou ab = 16, e daí as duas seguintes possibilidades: 


(x,y) = (1,—2),(—2 1) (1,2),(2,1),(0,-3) ou (-3,0) 1 e ab = 2,a +b = 3: é imediato que, neste caso, a = 1 e b = 2 ou 
i vice-versa. Se a = 1, então 13 + x = 1 e daí x = —12. Se a = 2, 
do sistema original. E i então 13 + x = 16 e daí z = 3. 
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e ab = 16,a +b = 3: neste caso, a e b seriam as raízes da equação Problemas — Seção 3.2 


de segundo grau u? — 3u + 16 = 0. Porém, tal equação não 


| admite raízes reais, uma vez que À = —55 < 0. E 


1. (IMO.) Ache todos os ternos números reais x, y e z, tais que 
a soma de qualquer um deles com o produto dos outros dois é 


Um procedimento relativamente comum para transformar uma e- sempre igual a 2. 


Rr 3 quação em mais de uma incógnita em um sistema a ela equivalente faz ' 
E Mr l 2. Seja a uma constante real não nula. Encontre todos os reais x,y 
a uso do seguinte nS 

| | que resolvem o sistema 


Lema 3.7. Se E,, E5,..., E, são expressões envolvendo uma ou mais ER a 

variáveis, então e 
T Es a 
£L+Y 
| E, =0 
E, =0 3. Resolva R, o si d ð 
l , para x,y € R, o sistema de equações 
E oO Š 


EA APELE 
ARE E S LERE ES 
AR ES 


Prova. É uma fácil generalização da prova do corolário 1.5 e do pro- 


blema 13, página 16. [o 4. (IMO - adaptado.) Considere o sistema de equações 
Exemplo 3.8. Ache todas as soluções reais da equação ar? +br te = T 
az? + bzr +c = 43 
4,2 2 = 2 2 i 
Er EU AEA azs +br3 +c = t 


Solução. Podemos reescrever a equação dada na forma com incógnitas £1, £2, 13, onde a, b e c são reais dados, com a Æ 0. 


Se A = (b — 1)? — 4ac, faça os seguintes itens: 


(zty? — 22y + 1) + (y* — 2y +1) =0, 


(a) Se A < 0, então não há solução real. 
ou ainda i asc E 
(2y 12 +(y-12=0. i (b) Se A = 0, então há exatamente uma solução real. 
Assim, pelo lema anterior nossa equação equivale ao sistema : | 5. (Torneio das Cidades.) Encontre todas as soluções reais do sis- 
| É | tema 
vy-l = 0 É e 
y- = 0” J y? =2z— 1 


z3 = 2z — 1 
cujas soluções y = 1, x = +1 obtemos sem nenhuma dificuldade. E 
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6. Resolva, para x,y € R, a equação xº+21y-+3yº+21+6y+3 = 0. 14. (Romênia.) Ache todas as raízes reais da equação 


V 4r? — q! — 3 + V 4y? — yt + V42 — zt +5 = 6. 


7. (IMO.) Encontre todos os valores reais de a tais que o sistema 
(em z, yez) 


x? + y? == 4z po . . ~ 
E 15. (Canadá.) Ache todas as soluções reais do sistema de equações 
xr +4y+z=a a 
tenha uma solução única. ; | : ip =y 
f DES um 
8. (NMC.) Ache todos os x, y, z reais maiores que 1 tais que E SA É 
dai e e eo =? (vz +2 + Vy+2+ vz+ 2) 4 | 
á l : | 16. Para x > O real, prove que x + i > 4. Em seguida, utilize esse 
9. Ache todas as raízes reais da equação x + 5+ VII - zr = 6. f fato para resolver no conjunto dos reais positivos o sistema de 
E equações 
10. Ache todas as raízes reais da equação /5 —- 5 —- £= T. f B yri = OP 
: E T 4 
11. (Canadá.) Ache todas as raízes reais da equação x? + y =3. po a 
4 5x 
Z+H+> = = 
12. * Sejam Ei, E2, ..., En e Fi, Fo, ... , Fn expressões tais que E, < i E 


Fi, Es < F>, ..., En < Fn. Prove que a equação ; 17. (União Soviética - adaptado.) Encontre todas as soluções reais 


TEE SE E RR À do sistema de equações 


. . Dad E) 2 
equivale ao sistema de equações l 2t = tty 
FB = Fi 4 dig = Ed 

| d 2 

Fs = Fo J dl = Tatão 


Em = En 


13. (Romênia.) Sejam a, b, c e d números reais dados, tais que 


a+b+c < 3d 

b+c+d < 3a 

c+d+a < 3b 

d+a+b < 3c 
Prove quea=b=c=d. 
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CAPÍTULO 4 


Sequências Elementares 


Uma sequência (infinita) de números reais é uma lista ordenada 
infinita (a1, a2, a3, ...) de números reais, i.e., uma lista infinita de nú- 
meros reais na qual especificamos quem é o primeiro número da lista, 
quem é o segundo, o terceiro, e assim por diante. É costume de- 
notar uma sequência infinita como acima simplesmente por (ay)p>1. 
Uma sequência (finita) de números reais é uma lista ordenada finita 
(a1, a2, . . . , an) de números reais, i.e., uma lista finita de números reais 
na qual, assim como com sequências infinitas, especificamos quem é o 
primeiro número da lista, quem é o segundo, o terceiro, etc. Também 
é costume denotar uma sequência finita como acima simplesmente por 
(Au )i<k<n- Em qualquer um dos casos acima, dizemos que ap é o ke 


“termo! da sequência. 


lê-se k-ésimo termo. 
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Nosso propósito neste capítulo é estudar alguns tipos elementares 
de sequências que, pela frequência com que ocorrem na matemática 
elementar, merecem lugar de destaque. Ao longo desse processo, es- 


tabeleceremos também várias definições e propriedades válidas para | 


sequências em geral. Sempre que não houver perigo de confusão, nos 
referiremos a sequências infinitas, deixando ao leitor a tarefa de adap- 
tar os resultados e discussões porvir a sequências finitas. 


4.1 Fórmulas posicionais e recorrências 


Dizemos que a sequência (ay. );>1 está definida por uma fórmula 
posicional se os valores a; € R forem dados por uma fórmula em k. 


Exemplo 4.1. A sequência (a; )»>1 dos quadrados perfeitos é a sequên- 
cia (12,22,32,...). Portanto, temos q = 1°, az = 2°, ag = 3? e, mais 
geralmente, a, = k? para k > 1 inteiro. 


Para sequências definidas por fórmulas posicionais, é frequente- 
mente útil listar os termos da mesma a partir de zero, i.e., denotar a 
sequência por (ak)k>0o. Tal notação pode parecer estranha a princípio, 
uma vez que o primeiro termo da sequência seria ag, o segundo seria 
ai, etc. No entanto, vezes há em que, a fim de simplificar a fórmula 
posicional que define os valores dos termos da sequência, é desejável se 
fazer assim. Com tal notação alternativa, a sequência dos quadrados 


perfeitos, por exemplo, seria dada por ay = (k + 1)2, para todo k > 0. 


Uma alternativa a fórmulas posicionais para os termos de uma 
sequência é uma definição recursiva, ou por recorrência, dos mes- 
mos. Tal procedimento consiste em especificar um ou mais termos 
iniciais da sequência, bem como uma receita para calcular certo termo 
em função dos (i.e., recorrendo aos) termos anteriores a ele. 


Exemplo 4.2. Considere a sequência (ar );>1 definida recursivamente 
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“pora =2, q =9€ 


Ak = 20k-1 — Qk-92; Vk > 3. (4.1) 


Fazendo k = 3 na relação acima, obtemos az = 2a —aı = 2:5-2=8; 
fazendo agora k = 4, obtemos a4 = 2a — a = 2 : 8 — 5 = 11, e assim 
por diante. A relação (4.1) acima é a relação de recorrência, ou 
simplesmente a recorrência satisfeita pela sequência (ap)k>1. 


É importante notar que só fomos capazes de calcular o valor do 
termo az porque conhecíamos de antemão, além da recorrência (4.1), 
os valores dos dois primeiros termos, ay €e as; conhecer somente o 
valor de a; não bastaria, uma vez que (4.1) calcula cada termo em 
função dos dois termos imediatamente anteriores. Por outro lado, se 
mudássemos os valores de a, e a, (mas mantivéssemos a recorrência 
acima), em geral mudaríamos os valores dos termos subsequentes da 
sequência (faça ay = 1 e ay = 2 para a recorrência acima, por exemplo, 
e calcule o novo valor do terceiro termo). 

Observe também que há outras formas equivalentes de escrevermos 
a recorrência anterior. De fato, chamando k—2 de j em (4.1), obtemos 
k = j + 2, e daí 

a a 0, VI 21 


(uma vez que k > 3). Esse procedimento evidencia que o nome que 
damos ao índice de uma sequência (i.e., j, k, etc.) não é relevante 
para sua definição; poderíamos mesmo escrevê-la como 


lk+2 = 2ük+1 — k, Vk > 1. 


Uma pergunta natural a esta altura é a seguinte: se uma certa 
sequência está definida recursivamente, como podemos obter uma fór- 
mula posicional para seus termos? Infelizmente tal pergunta não ad- 
mite uma resposta simples. Discutiremos alguns exemplos simples 
neste capítulo, postergando uma análise mais profunda desse problema 
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a o capítulo 3 do volume 4, ou ainda para as seções 3.5 e 6.2 do Ea ma | 
penas ASA DI X p s Definição 4.3. Uma sequência (a; );>1 de números reais é uma pro- 


volume 6. e Ra | 4 aa f 
gressao aritmética (abreviamos PA) se existir um número real r tal 


que a recorrência 


Ak+1 = Qk + 7 (4.2) 


| 
po Problemas — Seção 4.1 seja satisfeita para todo inteiro k > 1. 


E 1. Calcule os quatro primeiros termos da sequência (an )n>1 definida d Na ceumicag D a número real r, diferença comum entre dois 
por ay = 1 e ak4ı = a? + ap + 1 para todo k > 1. termos consecutivos quaisquer da PA, é denominado a razão da mesma. 
Note ademais que, para uma PA estar completamente determinada é 

necessário, além de sua razão r, conhecermos seu termo inicial a. Por 
exemplo, a sequência (ay );>1 dada por a = 2 eapn = ak +3 para 
k > 1 é uma PA de termo inicial 2 e razão 3, totalmente determinada 
pela recorrência que deve ser satisfeita e pelo valor 2 do termo inicial. 
No entanto, se soubéssemos apenas que ay. = ak +3 para todo k > 1, 


2. Escreva uma fórmula posicional para cada uma das sequências 


a seguir: 


AE E 


(b) (4,2,3,4,5,8,7,8,...) | ; 
213/4157 6) 78191000) | Z , 7 Sr f i 
P OS E não teríamos uma só PA, pois não saberíamos como começá-la. 
(c) (1,4,3, 4,5, 4,7,4, ) 
| $ Exemplo 4.4. Se (ax ):>1 é uma PA de razão r, prove que as sequên- 
3. Seja (an)n>ı uma sequência de reais positivos satisfazendo a re- Ú cias (bk)k>1 € (Ck)k>1, definida por bg = ao € Ck = Gon para todo 
corrência akı = geo para k > 1. Se (ba)n>1, é a sequência i k > 1 inteiro, também são PA’s, ademais de razões iguais a 2r. 


definida para n > 1 por b, = > , obtenha uma recorrência satis- 
n . A . AN º £L 
Prova. Analisemos a sequência (by )k>1 (0 caso da sequência (Ck)k>1 É 


totalmente análogo), para o que basta mostrarmos que bem — bk = 2r 
para todo k > 1. Pela definição de b; e pelo fato de (ax)k>1 Ser uma 


PA de razão r, temos 


feita pela mesma. 


4. Escreva uma recorrência para cada uma das sequências a seguir: 


(a) MLS O SO 105, 183,...). | 
E | bk1 — b = q — Gp =a — q 
(b) (1, 2, 22, 92. 922 a Sl Eu 2(k+1) 2k 2k+2 2k 
| | | = (aop+2 — Q2k+1) + (a2k+1 — Go) 
= rtr=2r, 
4.2 Progressoes | 
conforme desejado. E 
Comecemos nosso estudo de sequências elementares discutindo as | NDE a SR | j 
: Es Uma outra caracterização recursiva útil para PA's é a dada na 
progressoes aritméticas. | ai 
É | proposição a seguir. 
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Proposição 4.5. Uma sequência (ay. )k>1 de números reais é uma PA 
se e só se 
Qro + Gp = 20p41, ves dl. (4.3) 


Prova. Por definição, a sequência é uma PA se e só se ao — q = 
a3 — q = +, ie., se e só se, para todo k > 1 inteiro, tivermos 


) 


Ak+42—đük+1 = Q@k+1— 4k, que é uma maneira equivalente de escrevermos 


(4.3). | al 


O próximo resultado ensina mais algumas propriedades interes- 
santes e úteis de uma PA; em particular, ele ensina como obter uma 
fórmula posicional para os termos de uma PA. O leitor deve se esforçar 
para guardar as fórmulas nele constantes. 


Proposição 4.6. Se (ax )k>1 é uma PA de razão r, então 
(a) ak = a + (k — 1)r, para todo k > 1. 
(b) ai +a2 +: + an = martan), ta 1. 


Prova. 
(a) O diagrama 


+r ©- +r +r +r 


+r 
bj ida ag SS Qu 0h 


deixa claro que, para chegar a a; a partir de q, são necessários k — 1 
passos, onde cada passo se resume a somar r a um termo. Logo, para 
obter a, temos de somar, ao todo, (k — 1)r a aj, de maneira que 


ak = mu + (k-— 1)r 


(b) A partir do diagrama 


a 
cr 
E 
E 
E 
E 
y 
Er 
A 
vb 
a 
E 
8 


a 
E 
E 
E 
A 


RAN 
EE 


A h BS EUEN N N SAD E EENEN EAA 
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concluímos que 


a1 + an = (a2 — r) + (an-1 + r) = a2 + an1, 


a2 + Qn-1 = (as E r) a (an2 a r) = Q3 + Qn-2, 


etc. Logo, sendo S = ay + as + : -< + an, temos 


25 = 2(aı +az+ a3 +--+ an2 + an1 + an) 


= (a +an)+ (a2 + an-ı) + (a3 + an-2) +--+ (an + a1) 
= (a +an)+ (a1 +an) + (a1 +an) +--+ (a1 +an) 
n parcelas 
= n(a + an), 
e a fórmula segue. E 


As fórmulas dos itens (a) e (b) da proposição acima são conhecidas . 
respectivamente como a fórmula para o termo geral e a fórmula para 
a soma dos k primeiros termos de uma PA. Vejamos dois exemplos de 
aplicação das mesmas. 


Exemplo 4.7. Calcule a soma dos k primeiros inteiros positivos ím- 
pares. 


Solução. Os inteiros positivos ímpares formam a PA 1,3,5,7,..., de 
razão 2. O k-ésimo termo da mesma (o k-ésimo inteiro positivo 
ímpar!) é, pela fórmula para o termo geral de PA's, igual a 1 + (k — 
1).2=2k-—1. Logo, a soma dos k primeiros inteiros positivos ímpares 
é, pelo item (b) da proposição anterior, igual a Flt] Sk E 


Exemplo 4.8. Considere a sequência (ap)k>ı dada por a = 1 e 


alk 


QU = ———— 
k+ = + 2a, 


para todo k > 1 inteiro. Calcule a; em função de k. 
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Solução. E claro que os termos da sequência em questão são todos 
positivos, de maneira que podemos definir a sequência (b;.);>1 pondo 
be = s A recorrência do enunciado nos dá então 

1 1 + 2ak 1 


bk4 = — = — +2 = bk + 2, 
Ak+1 ak Ak 


e daí (bk)k>1 é uma PA de termo inicial b = o = le razão 2. 


Portanto, tal PA coincide com aquela dos inteiros positivos ímpares, E 


e o exemplo anterior nos dá bą = 2k — 1 para todo k > 1. Logo, 


1 1 


b Dm n 


Ap =— 


Outra classe bastante útil de sequências é a formada pelas progres- 


sões geométricas, de acordo com a definição a seguir. 


Definição 4.9. Uma sequência (ay ):>1 de números reais é uma pro- 
gressão geométrica (abreviamos PG) se existir um número real q 
tal que a recorrência | 
Ak+1 = q * Qk (4.4) 


seja satisfeita para todo inteiro k > 1. 


Assim como com PA’s, o real q que aparece na definição de uma 
PG é a razão da mesma. Observe que, se q = 0, então a = O para 
todo k > 1. Por outro lado, se q = 1, então a, = a; para todo k > 1. 
Também como com PA's, uma PG (ay);>1 só estará completamente 
determinada se dela conhecermos o primeiro termo a; e a razão q. 


Exemplo 4.10. Fixado um real não nulo q, a sequência (ay. );>1, dada 
para k > 1 por ap = qf (ie. a sequência formada pelas potências 
de q com expoentes naturais) é uma PG de razão q. Se q < 0,0 
problema 17, página 17, garante que ay = q% é positivo se e só se k for 
par; se 0 < q < 1, o corolário 1.3 garante que a, > az > a3 >.. >Q; 
se q > 1, novamente aquele resultado garante que 0 < ai < as < as < 
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Uma outra caracterização recursiva útil para (quase todas as) PG's 
é a dada na proposição a seguir. 


Proposição 4.11. Uma sequência (ax )k>1 de números reais não nulos 
é uma PG se e só se 


pin a qn (4.5) 


Prova. Por definição, a sequência é uma PG (de razão q) se e só se 


0) As a4 


ESE == RS, 
ai d9 As 


i.e., se e só se, para todo k > 1 inteiro, tivermos = — Cel que é 
k+1 ak 


uma maneira equivalente de escrevermos (4.5). m 
Mantendo nosso paralelo com o desenvolvimento da teoria das 
b) 2 be 2 

PA's, o próximo resultado traz as fórmulas para o termo geral e 


para a soma dos k primeiros termos de uma PG. Também como com 
) RR il 
PA's, tais fórmulas devem ser guardadas para uso futuro. 


Proposição 4.12. Se (ay);>1 é uma PG de razão q, então: 
(a) a; = ay - q" !, para todo k > 1. 


(b) Se q Æ 1, então a + az +-+- + an = HS para todo n > 1. 


Prova. 
(a) A prova que apresentamos guarda estreito paralelo com aquela 
relativa ao termo geral de PA’s (veja a prova do item (a) da proposi- 
ção 4.6): o diagrama 
q q q q q 
G—> a — a3 — api a, 
deixa claro que, para chegar a ay a partir de a1, são necessários k — 1 


passos, onde cada passo se resume a multiplicar um termo por q. 
Logo, temos de multiplicar a, por q um total de k — 1 vezes, e daí 
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= k—1 
de= naag R 


(b) Denote por 5, a soma desejada, i.e., Sn = a1 +a2 +: : + an; segue E 


então de (4.4) que 


qn = ala + az +--+ an-ı + an) 
= qay + qa2 + `: + qaän—-1 F qan 


— Q2 +az +: + An F an4a. 


Portanto, 
= (az +a +::: + an + ana) — (a1 + a2 +-+: + an) 
= (az +a3+-::+an) + any — ıı — (a2 +--+ an) 


= Unki S ai, 


onde, na última passagem, cancelamos as duas ocorrências da parcela 
as +a3+:::+an. Basta agora dividir ambos os membros da igualdade 


(q— 1)S = an+ı — a por q — 1. E 


Exemplo 4.13. Seja (ak)k>ı uma PA de números naturais, de razão 
r > 0, e (bk)ķ>1 uma PG de números reais não nulos, de razão q. 
Considere a sequência (cy )k>1 tal que ck = ba, para todo k > 1 inteiro. 
Prove que a mesma é uma PG de razão q”. 


Prova. Basta mostrarmos que a razão entre dois termos consecutivos 
da sequência (Ck)ķ>1 é sempre igual a q”, para o que utilizamos as 
fórmulas para o termo geral de PA's e PG's, assim como o resultado 
do problema 15, página 17: 


Ak+1—1 
Ck+1 Es Dias =: biq = U RR 2 q. E 


Ch o ba o dique! 
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O propósito do exemplo a seguir é chamar atenção para o fato 
de que a ideia utilizada na prova do item (b) da proposição 4.12 é 
importante em si, devendo, portanto, ser guardada pelo leitor. 


Exemplo 4.14. Calcule o valor da soma 
2147-3412: 417.32 +--+ 497 -3% +502. 31 


onde, da esquerda para a direita, a kè parcela é igual ao produto do 
kº termo da PA 2,7,12,...,502 pelo kº termo da PG 1,3,32, ..., 3100, 


Solução. Imitando o argumento usado na prova do item (b) da propo- 
sição 4.12, denotemos por S a soma pedida e calculemos 35 (utilizamos 
o fator 3 por se tratar da razão da PG envolvida!): 


DS DTD DD dae AO 00 DO 


Portanto, 
25 = 38-—-S 
= (502.3 — 2) — 5(3 + 3? 43884384... 4 3100) 
— (502 . 3101 2) o = 3), 


onde, na última passagem, utilizamos a fórmula do item (b) da pro- 
posição 4.12. Efetuando os cálculos restantes, obtemos S = +(999 
301 411). E 


Problemas — Seção 4.2 


l. Mostramos, abaixo, as quatro primeiras linhas de uma tabela 
infinita, formada por números naturais, onde, para i > 1, a 
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linha 1 começa à esquerda por à e tem dois números a mais que 
a linha à — 1. Calcule a soma dos termos da linha n. 


> w HA 
Gy 


Mostre que o número 11...1 (n algarismos 1) é igual a 1. 


Calcule a soma 1 +11 +111+4+---+11...1 em função de n. 


n 


Se (ar)k>1 é uma PA de razão r, prove que a sequência (bj )>1, 
rito | 2 , P 

definida por bp = af; — aķ, para todo k > 1, também é uma 

PA, e calcule sua razão em função de r. 


Seja (ar )k>1 uma PA de razão não nula e p, q, u, v naturais dados. 
Prove que o 
Ap F Qq = Qu t a SE ptHqSutv 


SEE 


- Seja (ax )k>1 uma progressão aritmética de razão r 0. Se & 
for um inteiro não negativo, prove que a soma de dois termos 
quaisquer da PA também é um termo da PA. 


Seja (ax)k>1 uma PA tal que a, = «ea = 5, com p Æ q. 
Calcule, em função de p,q, &, 5, o termo ap+q.- 


(Romênia.) Uma soma finita de inteiros ímpares e consecutivos 
(mais de um inteiro) é igual a 7º. Encontre tais números. 


. A PA (ax)k>1 é formada por naturais dois a dois distintos. Prove 


que ela contém infinitos naturais compostos” dentre seus termos. 


*Recordamos (cf. introdução ao capítulo 1) que um natural n > 1 é composto é l 
se pudermos escrever n = ab, para certos naturais a,b > 1. 


4.2 
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GS ME = SRS CEO PO A iu ud SE a a SA 


10. 


ld; 


12. 


13. 


14. 


l5. 


“temos 


(Canadá.) Seja a, a soma dos n primeiros termos da sequência 
DIZ Aner er Des 


(a) Obtenha uma fórmula para a, em função de n. 


(b) Prove que ain — mn = Mn para todos os m e n naturais 
tais que m >n. 


(Canadá.) Mostre que os números 2, 3 e 5 não são todos 
termos de uma mesma PA. 


Seja (ak )k>1 uma PG de razão q. Prove que, para n > 1 inteiro, 


a n(n—1) 


Mas... = ? 


Calcule o valor da soma 


na qual a kè parcela da esquerda para a direita é Igual ao quo- 
ciente entre o kº termo da PA 1,3,5,...,99e o k£ termo da PG 
DEDE DO aa RO 


(Macedônia.) Em uma PA não constante de números reais, O 
quociente entre o primeiro termo e a razão é um número irra- 


cional. Prove que não há três termos distintos dessa PA que 
estejam em PG. 


A sequência (ay);>1 é uma progressão aritmético-geométrica se, 
para cada inteiro k > 1, tivermos ay = bgc, onde as sequências 
(bk)k>1 € (ck )k>1 São respectivamente uma PA e uma PG. Cal 
cule, em função de n, b1, cı e das razões q,r respectivamente da 
PA e da PG, o valor da soma dos n primeiros termos de uma tal 
sequência (ay )k>1- 
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16. Calcule, em função de n, o nº termo da sequência (ay);>1 dada 
por q = 2 e api = 2ay — 1 para todo inteiro k > 1. 


17. A sequência (a, )n>1 satisfaz ay = 1 e a; = 34p — 1 para k > 1. 
Faça os seguintes Itens: 


(a) Se bn = an — 5, prove que by = 3by para k > 1. 


(b) Escreva os cinco primeiros termos de (bn )n>1 e obtenha, em É 


seguida, a fórmula posicional correspondente. 


(c) Obtenha uma fórmula posicional para an. 


18. Prove que não existe uma PG que tenha os números 2, 3 e 5 
como três de seus termos. 


4.3 Recorrências lineares de ordens 2 e 3 


“Vimos, na seção anterior, que uma sequência (a, )n>1 é uma PG 
se, e somente se, satisfaz uma recorrência da forma (4.4), i.e., se, e 
somente se, 


ak+1 — qk = 0, (4.6) 


para todo inteiro k > 1, onde q é uma constante real não nula. Di- 
zemos que a recorrência (4.6) é linear, de primeira ordem e com 
coeficientes constantes, em alusão ao fato de que cada termo, a 
partir do segundo, é um múltiplo constante do termo imediatamente 
anterior. 

Vimos, também, que uma sequência (an)n>ı é uma PA se, e so- 
mente se, satisfaz a recorrência (4.3). Nesta seção, nosso primeiro 
propósito é estudar a classe mais geral das sequências (An)n>1 que 
satisfazem recorrências do tipo 


ak+2 + Trap + Sak = 0, (4.7) 
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onde r e s são constantes reais dadas, não ambas nulas. Consoante 
o caso das PG's, uma tal recorrência é dita linear, de segunda or- 
dem e com coeficientes constantes, em alusão ao fato de que cada 
termo, a partir do terceiro, é uma combinação linear com coeficientes 
constantes (i.e. uma soma de múltiplos constantes) dos dois termos 
imediatamente anteriores. 

Para sequências (a, )n>1 satisfazendo recorrências como (4.7), o te- 
orema 4.16 a seguir ensina como calcular a, em função de n. Antes de 
apresentá-lo, ilustremos a ideia por trás de sua prova com um exemplo 
algébrico em que r e s têm valores dados. 


Exemplo 4.15. Seja (an )n>1 à sequência dada por a = 1, a = Te, 
para k > 1 inteiro, ay,2 = 8ak+ı — 15ay. Calcule a, em função de n. 


Solução. Para k > 1 inteiro, temos 
Ak+2 — 3a 41 = 5(ak+1 — Sap). 


Assim, a sequência (bk)k>1 tal que by = ap — 3a, é uma PG de 
razão 5 e termo inicial b} = a2 — 30) = 7 — 3 = 4, de modo que 
be = bı - 507} = 4. 5%71, Analogamente, para k > 1 inteiro temos 


Qk4+2 — k41 = 3(ak+1 — DA), 


de modo que a sequência (ck)ķ>ı dada por ck = ak1 — 5a é uma PG 
de razão 3. Uma vez que seu termo inicial é c} = as — 5a; = 7—5 = 2, 
segue que Ck = G : 357} = 2 . 34-1, Portanto, para todo inteiro k > 1 
temos o sistema de equações 


a = dies 
ak+1 — Sar = 2: 381 


7 


e, subtraindo membro a membro as relações acima, obtemos 


A =D Rd = 
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O procedimento exposto no exemplo acima pode ser facilmente 


generalizado, conforme ensina o resultado a seguir. 


Teorema 4.16. Seja (a, )n>1 uma sequência de números reais tal que, 


para todo k > 1 inteiro, tenhamos 
ak+2 +Tak+1 + SAk =, 


onde r e s são constantes reais dadas, não ambas nulas. Se a equação 


r2+rx+s= 0 tiver raízes reais a e 5, então existem constantes reais É 


A e B, determinadas pelos valores de a e as, tais que: 
(a) Se a + 8, então an = Ao"! + BB"! para todo n > 1. 
(b) Se a = B, então an = (A+ B(n — 1)Ja””! para todo n > 1. 


Prova. Lembre que a + 6 = -r e ab = s. Assim, (4.7) pode ser 


reescrita como 
aro — (a + B)ars1 + (ap )ak = 0, 
ou ainda, para todo inteiro k > 1, 


ak+2 — Qak41 = Ê (ak+1 — QA) 
Qk+2 — Dap41 = a(Ap+1 E Bay) 


Definindo by = ak+1 — ap € Ck = Ak+1 — Bar, segue das relações acima | 


que (br )p>1 € (ck )k>1 são PG's de razões respectivamente iguais a Bea, 
e termos iniciais respectivamente iguais a b1 = a2 — am, Cy = 42 — Bar. 
Portanto, a fórmula para o termo geral de uma PG nos dá 


bi = (az — aa) 8 e Ck = (ay — bajat, 


ou seja, 


Ak+1 — ük = (as i aa) BT! (4.8) : | 


assi — Ba = (ao — barja"? 
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Consideremos primeiro o caso a Æ 8. Subtraindo membro a mem- 
bro as relações acima, segue que | 


dy — Bay ah a2 — UM 


denotando 
a22  p Uau 
rs) a—pb 


obtemos a fórmula do item (a). 


l Caso seja a = p, as duas relações (4.8) são iguais, de modo que 
não temos informação suficiente para calcular ap. Usamos, então, o 
) 


“seguinte artifício: é imediato verificar que as sequências u, = a" te 


= (koNnk-1 E 
vp = (k—1)a** (o mesmo a que antes, raiz da equação 12 +rz-+s = 0) 
satisfazem as recorrências | 


Uky2 +Hrup,i + SU, =0 
Uro TU + SV; =U 


pa 


(cf. problema 4); portanto, fixados A, B € C, a sequência 2, = Aup + 
Bv, satisfaz a recorrência 


Rd de Top Sape 0 


(cf. problema 5). Assim, a ideia é procurarmos números reais 4 e 
B tais intei l 

i que, para todo inteiro k > 1, tenhamos a; = zķ. Como tais 
sequências satisfazem relações de recorrência idênticas, o problema 9, 
página 136, garante ser suficiente acharmos números reais A e B tais 
que q = 21 € ay = 29, OU seja, tais que 


| = A l 
ao = (A+ B)a ’ 


mas isso pode claramente ser feito, uma vez que a = —L £ 0. a 
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Na prática, utilizamos as fórmulas do teorema anterior do seguinte 


modo: dada uma sequência (am )n>1 tal que 


Qp+2 + Tap + Sak = 0 


para todo inteiro k > 1, onde r,s são constantes reais dadas e r + 0 


calculamos as raízes reais da equação 
rt +re+s=0, 


denominada a equação característica da recorrência (4.7). Obser- 
vamos em seguida sea Æ 5 ou a = p e usamos, conforme o caso, as 
fórmulas dos itens (a) ou (b) da proposição anterior. Para encontrar: 
as constantes 4 e B no caso a Æ p, resolvemos o sistema | 


dl = A+B : 
a = Aa+ BB ' 


no caso a = p, resolvemos o sistema 


0 = A 
ly = (A+ Ba 


Em ambos os casos acima, as equações dos sistemas são obtidas fa- 
zendo k respectivamente igual a 1 e 2 nas fórmulas dos itens (a) ou 


(b). 


Exemplo 4.17. Executemos o programa acima para obter uma fór- 
mula posicional para obter uma fórmula posicional para o nº termo 
da célebre sequência de Fibonacci’, i.e., a sequência (F,)n>1, dada 
por Fi = 1, fa = 1e 


Fk+2 = Fk4i + Fi (4.9) 


3A sequência de Fibonacci desempenha um papel relevante em Combinatória, 


conforme veremos no volume 4. 
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para todo inteiro k > 1. Mais precisamente, mostremos que 


RE E Rs Sd Yn>1 4.10 
BI a? 3 so Apae (4.10) 
Solução. A recorrência da sequência de Fibonacci pode ser escrita 
como Fk+2 — Fim — Fk = 0 e, portanto, tem equação característica 


= | 1 = ; 
“gº-x—1 = 0. Sendo a = l+y5 e 8 = 1-5 as raízes da mesma, segue 


do item (a) do teorema 4.16 que 
F, = Aa"! + BE, 


onde 4 e B são tais que FM = F5 = 1 (lembre que esses são os va- 
lores dos dois termos iniciais da sequência de Fibonacci). Fazendo 
sucessivamente n = 1 e n = 2 na fórmula acima para F,, obtemos o 


sistema 


«A+ 6B 


Multiplicando a primeira equação por a e subtraindo a segunda equa- 
ção do resultado, obtemos (a — 8)B = a — 1. Mas, como a+ 8 =1e 


a— B = v5, podemos escrever essa última equação como V5B = —8, 
donde B = — de. Analogamente, multiplicando a primeira equação 
por 5 e subtraindo o resultado da segunda equação, obtemos A = VE 
de maneira que 

Q 6 1 

PE n q” — n 

v5 v5 T 

justificando a fórmula (4.10). E 


O exemplo a seguir mostra outra situação em que o teorema 4.16 
pode ser aplicado, ainda que tal aplicação não seja imediata. 


Exemplo 4.18. Seja (an)n>ı uma sequência de números reais satis- 
fazendo a recorrência a, = rag + s para todo k > l, onde r e s são 
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constantes reais dadas, com r Æ 0,1 (não precisamos considerar r = 1, 
uma vez que nesse caso (a, )n>1 é uma PA). Para todo k > 1, temos 
Ak+2 — Tük+1 = S = Qu — ra Ou, ainda, 


ak+2 — (r + 1)ak+ı + rak = 0, 


uma recorrência linear de segunda ordem com coeficientes constantes. 
A equação característica correspondente, 


z? —(r+I)z+r=o0, 


tem raízes r e 1, de maneira que a, = Ar”! + B. Lembrando que $ 


as = rm + s, as constantes A e B podem ser obtidas resolvendo-se o 


sistema 


A+B=a 
Ar+ B=ra +s 


portanto, ÁA = aı e B = s, de sorte que 


an = airt + s. 


Voltemo-nos, agora, às recorrências lineares de terceira ordem e. 
com coeficientes constantes. Como o leitor deve estar imaginando, 


nesse caso temos uma sequência Roo SE que satisfaz uma relação de 
recorrência da forma 


ak+3 + Trapo + Sa + tar = 0, (4.11). 


para todo inteiro k > 1, onde r, s e t são constantes reais dadas, não. 


todas nulas. 

Analogamente ao caso de recorrências lineares de segunda ordem, 
definimos a equação característica de (4.11) como a equação poli 
nomial de terceiro grau 


r’ +rr? + sr +t=0. 
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“De acordo com o problema 9, página 66, uma tal equação admite, no 


máximo, três raízes reais. No que segue, assumiremos que ela possui, 
de fato, três raízes reais, digamos a, 5 e y. Temos, então, o seguinte 
resultado. 


Teorema 4.19. Seja (a, )n>1 uma sequência de números reais tal que, 
para todo k > 1 inteiro, tenhamos 


Ak+3 + TQp+2 + Sak+1 + tap = 0, 


onde r, s e t são constantes reais dadas, não todas nulas. Se a equação 
característica 1º + rg? + sz +t = 0 tiver raízes reais a, B e y, então 
existem constantes reais 4, B e C, determinadas pelos valores de a, 
ao € a3, tals que: 


(a) Se a # b Æ y # a, então a, = Aa"! + BB”! 4 Cy! para 
todo n > 1. 


(b) Se a = 6 # y, então an = (A + B(n — Da"! + Cy! para 
todo n > 1. 


(c) Sea = 8 = y, então an = (A+ B(n— 1) + C(n — Da”! para 
todo n > 1. 


Prova. Façamos um esboço da prova, deixando os detalhes a cargo 
do leitor (cf. problema 6). 

Seja (bn)n>ı1 a sequência dada por bp = a"-!, para todo n > 1. 
Como aé+ra?+sa-+t = 0, temos também a¥t2?+raft! + saf tab-1 — 
0 ou, ainda, 

bk+3 + rOk+2 + Sb + tbk = O, 


para todo k > 1. Portanto, a sequência (bn)n>1 satisfaz a mesma 
recorrência que a sequência (an)n>1. Analogamente, as sequências 
(cn)n>1 € (dn)n>1, dadas para n > 1 por cp = "led, = yr, 
satisfazem a mesma recorrência que a sequência (an)n>1. 
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Consideremos, agora, os casos (a), (b) e (c) separadamente: 


(a) Para todos A, B,C € R, a sequência (um )n>1 tal que un = Aa"! + 
BB + Cy! para n > 1 satisfaz a mesma recorrência que a sequên- 
cia (an)n>1- Por outro lado, como a £ 8 £ y £ a, podemos escolher 
A, Be C de tal forma que w = q, U2 = a2 € U3 = as. Portanto, 
apelando novamente para o resultado do problema 9, página, 136, con- 


cluímos que u, = Gn, para todo n > 1. 


(b) O resultado do problema 9, página 66, fornece 
r3 +r? + sr +t = (z-a) (z —9). 


A partir daí, é fácil mostrar que a sequência b, = (n — Da"! tam- 
bém satisfaz a mesma recorrência que a sequência (a@n)n>ı1- Como 
no item (a), para todos A,B,C € R, a sequência (un)n>1 tal que 
um = (A+ B(n — Ja”! + Cy"! para n > 1 satisfaz a mesma recor- 
rência que a sequência (a, )n>1- Também podemos escolher A, B e C 
de tal forma que u = a1, U2 = 42 € us = a3, de modo que, invocando 
uma vez mais para o resultado do problema 9, página 136, concluímos 


que Un = Gn, para todo n > 1. 


(c) O resultado do problema 9, página 66, fornece 


r? +r? + sr +t = (x-a. 


É, agora, fácil mostrar que as sequências bn = (n — Da”! e cn = 
(n—1)?a"! satisfazem a mesma recorrência que a sequência (an)n>1; 
de sorte que o mesmo sucede com un = (A+B(n—D+C(n—1)a"-. 


O resto é como nos itens (a) e (b). E 


Exemplo 4.20. Seja (an)n>1, a sequência tal que q = 1, az = 4, 


as = 14 e 


ak+3 — 6ak+2 + 12441 — Sak = Ü, 
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para todo inteiro k > 1. Explicite a, em função de n. 


Solução. A recorrência em questão tem equação característica x°? — 


6x? + 12x — 8 = 0. Mas, como z? — 6x? + 12x — 8 = (x — 2)’, temos, 
pelo item (c) do teorema anterior, que 


dm = (ABSI C(n O 


onde A, Be C são constantes apropriadas. Agora, as condições iniciais 
fornecem o sistema de equações 


A=1 
A+B+C=2 
A+2B+4C =7/2 


cuja solução é A = 1, B = 3/4, C = 1/4. Daí, obtemos 


9 1 
an = | 1+ -(n—1)+-(n— 1) ] -277 


4 4 
su Inr | E 


Terminamos esta seção observando que a análise de sequências de- 
finidas por recorrências lineares, de coeficientes constantes e ordens 
quaisquer, será levada a termo no capítulo 7 do volume 6. 


| Problemas — Seção 4.3 


1. Seja (an)n>1 a sequência dada por q = 1, a2 = 4 e, para todo 
inteiro positivo k, ak+2 = 50k+1 — ag. Calcule a, em função de 
n. 


2. Seja (an)n>ı à sequência dada por q = 3, a2 = 5 e, para k>1 
inteiro, ak2 = 3ak+1 — 24p. Prove que a, = 2” + 1 para todo 
n € N. 
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3. Seja (an )n>1 a sequência dada por a, = 3 e akı = 2a; — 1 para 
k > 1. Calcule a, em função de n. 


4. * Se a equação xz? + rx + s = 0 tem duas raízes Iguais a œ, prove 
que as sequências up = a! e vp = (k — 1)a*-! satisfazem as 


relações de recorrência 


Uk+2 + TUk+1 + sup = 0 
Uk+2 +Trvp + sup = 0 


5. * Se as sequências (Un)n>1 € (vn )n>1 satisfazem as recorrências 
de segunda ordem up,o+rupm +sup = 0 e Uk+2 FTUk+1 + sv, = 0 
para todo k > 1, prove que a sequência (2,)n>1 dada para k > 1 
por 2; = Au, + Bv, (onde A e B são constantes reais) satisfaz 
uma recorrência análoga, 2x,2 + TZk+1 + s2k = 0. 


6. * Complete a prova do teorema 4.19. 


T. Em relação à sequência (a,)n>1, tal que a = 1 e 


1 
an+1 = (1 + 4an + V1 + 24an) 


16 
para n > 1,faça os seguintes itens: 
(a) Se ba = V1 + 24a,, prove que 2bp41 = bn +3 para todo 
m> L 
(b) Mostre que b, = 3 + m para todo n > 1. 


(c) Conclua que, para todo n > 1, temos 


1 1 1 
np do pp en E Ea 
mata) 
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4.4 Somatórios e produtórios 


Introduzimos agora as notações >, (lê-se sigma) para somas e |] 
(lê-se pi) para produtos, as quais se revelam muito úteis no contexto 
de sequências. 


Definição 4.21. Dada uma sequência (ay)k>1, escrevemos Dot O 
para denotar a soma ay + as +---+ an, e lemos o somatório dos Qj; 
para 1 < j < n. Assim, 


n 
, sen= 1 


a1 
ai 
2 dı +a +: +an ,sen>l 


Como caso particular da definição acima, se (ax )k>1 for uma sequên- 


“cia constante, digamos com ay = c para todo k > 1, teremos clara- 


mente 
n 


n 
` aj = o Ene: 
j=1 j=1 
Uma das utilidades da notação X` se deve ao fato dela tornar fácil 

a manipulação de somas com grande número de parcelas, ainda mais 
quando cada parcela for, ela mesma, uma soma. Por exemplo, dadas 
sequências (ay )k>1 e (bk)k>1, a associatividade e a comutatividade da 
adição de reais garantem que 


(a1+a2+: Han) (bi +bo + : +bn) = (a1+b1)+(a2+b2)+- -+(an by); 


com o uso da notação >, essa igualdade se escreve de forma bem mais 
compacta, como 


n n 


X aj a =5 (aib) (4.12) 


| j=1 j=1 
Por outro lado, dado c € R, a distributividade da multiplicação em 


relação à adição nos dá 


c(m+Ha+---+a)=cm-+ca-+-+ca, 
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igualdade que se escreve, com a notação 5”, como 


n n 
C ; Aj = ; Caj. 
j=1 j=l 


Em outras palavras, é possível partir um somatório de somas em dois 


“outros somatórios, bem como pôr uma constante em evidência em um ` 
somatório. 


Exemplo 4.22. Calcule, em função de n € N, o valor da 
Doi (2k + 1). 


Solução. Aplicando as propriedades acima, obtemos 


n 


| > (2k + 1) — 32 49)1=25 han 
k=1 1 k=1 


k=1 


onde a penúltima igualdade segue da fórmula do item (b) da proposi- 
ção 4.6. R 


A notação Y` é particularmente útil para fazermos cancelamentos 
em somas. Mais precisamente, dada uma sequência (ay );>1, efetuando 
os cancelamentos intermediários na soma 


(a2 — a1) + (as — a2) a (au — a3) +-+- + (an1 — an—2) + (an — an1) 


obtemos a, — aı como resultado. Com o uso da notação >, podemos 
escrever a igualdade acima como 


> 
5 


(a;11 Rea aj) = ûn — Q4. (4.14) 


soma $ 
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Uma fórmula equivalente (obtida da fórmula acima escrevendo n + 1 


no lugar de n), que será por vezes utilizada no lugar de (4.14), é 


n 


N (aj = 


3=1 


aj) = ûn4+1 — 41. (4.15) 


Uma qualquer das fórmulas (4.14) ou (4.15) é conhecida como a 
fórmula para uma soma telescópica. A ideia por trás do nome é 
a seguinte: assim como olhando num telescópio encurtamos a imensa 

] é j urta 
distância de um corpo celeste a nossos olhos, a fórmula acima enc 
o caminho entre uma soma inicial de muitas parcelas e o cálculo do 
resultado da mesma. 

A fórmula da soma telescópica é uma das principais vantagens da 
notação >. Justifiquemos essa afirmação examinando dois exemplos 
interessantes. 


Exemplo 4.23. Deduza a fórmula para o termo geral de uma PA . 
utilizando a fórmula da soma telescópica. 


Solução. Se a sequência (ap)k>ı é uma PA de razão r, então (4.15) 


fornece mE ai 
an — 1 = X (a;n—a;))= r=(n- Ir, 
j=l j=1 
donde a, = «q + (n — 1)r. m 


Para o próximo exemplo, dizemos que uma sequência (ap)k>1 é 
uma PA de segunda ordem se a sequência (bp)ķ>1, dada para k > 1 
por bg = ak1 — ak, for uma PA não constante. Para construir umg 
PA de segunda ordem (aķ)k>1, podemos começar com uma PA não 
constante, por exemplo 


(3,7,11,15,19,23,27,...). 


Em seguida, estipulamos o termo inicial da PA de segunda ordem, 


digamos ay 2 e a partir daí, calculamos as,a3,... a partir das 
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relações az — aı = 3,03 — a2 = T, a4 — ag = 11, etc. Obtemos assim, 


para a PA dada acima, a PA de segunda ordem 


(2,5, 12,23,38,57,70,...). 
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Em que pesem os exemplos acima, se quisermos utilizar a fórmula 


para a soma telescópica para calcular somas 5,.., b; de termos de 


uma sequência dada (by. )k>1, teremos primeiro de conseguir enxergar . 
as parcelas bj como diferenças a;,1 — a; entre termos consecutivos de 
uma mesma sequência (ak):>1- A dificuldade nesse raciocínio é que 


Vemos a partir desse exemplo que uma PA de segunda ordem só fica 
totalmente determinada se conhecermos seus três primeiros termos. 
De fato, só sabendo seus três primeiros termos é que teremos os dois 
primeiros termos da PA não constante formada pelas diferenças. 


não sabemos de antemão quem é a sequência (ay );>1. Vejamos alguns 


exemplos: 


Exemplo 4.25. Considere a sequência (a, );>1 dada por a = 1 e 


Exemplo 4.24. Dada uma PA de segunda ordem (ay. )k>1, prove que 


(n — D(n — 2)r 


an = 01 + (ay — a(n — 1) + ; 


onde r = a3 — 2a + ay é a razão da PA não constante formada pelas 


diferenças entre termos consecutivos de (ay )k>1- 


Solução. Denote by = ax, — ay para todo k > 1. As fórmulas da 
soma, telescópica e para a soma dos termos de uma PA finita nos dão 


n—1 n—1 
n — (bj + bn- 
aaie rae e ci) 
j=l j=1 


2 


Por outro lado, aplicando a fórmula para o termo geral de uma PA, 


obtemos 
bai = b1 + (n — 2)r = (az — a1) + (n — 2)r, 
e daí 
m = ap EDG 
— D(2(ao — +(n—2 
= "4 + e E 
| — 1 — 2 
= E ax) + 2 Dn dm 


Por fim, observe que 


r = b — bı = (az — a2) — (az — a) = as — 2a9 + a. 


Ak 


a = — 
i 1 + kak 


para todo inteiro positivo k. Calcule a, em função de n. 


Solução. Como os termos da sequência (ap)ķ>ı são todos positivos 
(por quê?), podemos definir a sequência (bz );>1 pondo by = ER A 
relação do enunciado nos dá então 

Lo 1+ kag 1 


= — + k = bk + k, 
Ak+1 Ak Ak 


bk+1 Es 


de maneira que, pela fórmula para somas telescópicas, 


n—i n—l n(n — 1) 
bus > Quad) bes 
k=1 k=1 


onde na última igualdade usamos a fórmula para a soma dos termos 
de uma PA finita. Portanto, 


(n — 1) 


Eq rs n(n—1) nt-n+2 


o N aa 
2 ü 2 2 , 
2 


2 EO 
e daí an = | = 2: Ri 


Para o próximo exemplo defina, para cada inteiro positivo n, o 
fatorial de n, denotado n!, como o produto de todos os naturais desde 
l até n (por convenção, 1! = 1), i.e., 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24, 5! = 120, 
etc. Veja que, em geral, temos (k + 1)!= (k + 1) - kl. 
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Exemplo 4.26 (Canadá). Calcule, em função de n, o valor da soma . 


Bjo JD). 


Solução. A fim de utilizar a fórmula da soma telescópica, temos pri- 


meiro de conseguir escrever j(j!) como uma diferença a;,1 — aj, de 
termos consecutivos de uma mesma sequência. Fazemos isso obser- 


vando que 
IGD)=[6+D=-Wil=(G4+D-il=il=GA+DI=5! 


Portanto, pondo a; = k! para k > 1, temos 


n n 


Do =5 [j +1)! — j!) = X (an — a) 


j=1 j=1 
= ün41 — 4 = (n + 1)! — 1! 
= (n+ 1)!— 1. | E 


Também podemos introduzir uma notação bastante útil para re- 
presentar produtos, conforme ensina a seguinte 


Definição 4.27. Dada uma sequência (ap)k>1, escrevemos IL- Qj 
para denotar o produto ajas...an, € lemos o produtório dos a;, 
para 1 < j < n. Assim, | 

é | 

a1 , sen= 1 

[To - 
a qa... ,sen>l 
J= 


Com o uso da notação ||, podemos denotar o fatorial de n € N 
(veja o parágrafo imediatamente anterior ao exemplo 4.26) escrevendo 


n!'=[[5. (4.17) 
| j=1 


Assim como com somatórios, a utilidade da notação [[ se deve 
ao fato dela comutar formalmente com os símbolos de multiplicação 
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e divisão. De fato, dados um número real c e sequências (ay)k>1 € 


(bk)k>1 , temos 


(a12: =- an) (b1b2 --- bn) = (a1b1)(a2b2) --- (anda), 


Preso biba b, 


c"(ayas ---an) = (can)(cas) -- (can) 


(a segunda igualdade acima desde que os b; sejam todos não nulos). 
Escrevendo ambos os membros dessas identidades usando produtórios, 


obtemos as igualdades 


n n n 
ah | = [t 
j=1 j=1 j=1 
Ei 7 E [I E E IE = | [(ca;) 
j=l j=1 J j=1 j=1 


Vejamos um exemplo de aplicação de tais fórmulas. 
Exemplo 4.28. Calcule, em função de n, o valor de T[,.., (2 + 2). 


Solução. 


240) = = 
k=1 k=1 k = K 
pt! ptn 
n! n! 
= (n+ 1). E 


Analogamente ao caso de somatórios, a notação [| é particular- 
mente útil para a realização de cancelamentos em produtos, de acordo 
com a fórmula para produtos telescópicos, colecionada na seguinte 
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Proposição 4.29. Se (ak)k>ı é uma sequência de reais não nulos, 


a = rt, (4.18) 


dq 


então 


Prova. Como com somas telecópicas, basta observarmos que os fato- 
res intermediários do produto do primeiro membro acima se cancelam, 
Em símbolos, 


n 
e a2 As Q4 An Ant An+1 
i d Q2 Q3 Un-1 n a1 


Exemplo 4.30. Examinemos novamente o exemplo 4.28 à luz de pro- - 


dutos telescópicos. Para tanto, veja primeiro que, como antes, 


n n 


e ae 
aa a 


k=1 k=l 


Definindo agora a sequência (ap)k>1. por ap = k, segue que 


2 "T [aky n41 
o+2)=m = 9", a 
LI 7 lI eFI) 


Problemas — Seção 4.4 


1. Prove que uma sequência (ap)k>ı é uma PA de segunda ordem 
se, € SÓ se, Ak+2 — 2ük+1 + Ak Æ 0 € ak+3 — apso + 3ak+1 — ak = 0 
para todo inteiro k > 1. 


2. Seja (ax. )k>1 a sequência definida por aı = 1 eai = an+ 3n- 1 
para todo inteiro positivo n. Calcule, em função de n, o n—ésimo 
termo dessa sequência. 
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3. A sequência (an)n>ı é dada por a = 1 e any = an + 8n para 
n > 1. Calcule a, em função de n. 


4. * Calcule, em função de n € N, o valor da soma 5,» ET 


5. À sequência (ag)k>ı é uma PA. Prove que, para todo inteiro 
positivo n, temos 
l n— 1 


Akak+1 01 On 


h=1 


6. Prove que, para todo inteiro positivo n, tem-se 
1 ] 1 1 1 


e O da 


7. Calcule, em função de n € N, o valor da soma 3, EDGE 


8. (Romênia.) Sejam k e n inteiros positivos. Prove que: 
(a) (2k + 1)º — (2k — 1)º sempre pode ser escrito como a soma 
de três quadrados perfeitos. 
(b) (2n41)º — 2 sempre pode ser escrito como a soma de 3n— 1 


quadrado perfeitos. 


9. Calcule, em função de n > 1 inteiro, o valor da soma 5 ETA 


10. (OBM - adaptado.) Faça os seguintes itens: 
(a) Para k natural, escreva (k + 1)2 + k? + k?(k + 1)? como um 
quadrado perfeito. 


(b) Use o item (a) e somas telescópicas para calcular o valor da 
soma 
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11. 


12 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 
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* (OBM.) Seja (H4.)k>1 a sequência de Fibonacci, i.e., a sequência 
dada por Fi = 1, Fa = 1 e Fio = Few + Fk, para todo k > 1 


Fr 


E . ~ n 
inteiro. Calcule, em função de n, o valor da soma > 4 A 


A sequência (ap)ķ>ı é uma PA. Prove que, para todo inteiro 
positivo n, temos 


1 


3 
| 


1 n— 1 
Siek y i 


(a) Fatore a expressão x! + 12 + 1. 
(b) Use o item (a) para calcular o valor da soma 3. mm: 
(Austrália.) Calcule o valor da soma 


999999 1 | 
3 Yk +24 Vk — 1+ (kk 


Calcule, em função de n, o valor da soma 


Z 1 


(Alemanha.) Dado n > 1 natural, calcule em função de n o valor 
de Ili (1 e 5). 


Para 0 < k < 101, seja £k = F. Calcule o valor da soma 


101 3 
a gra 
= l — SLI aF dir 


(Leningrado.) Calcule em função de n o valor do produto 


ao +1 


kê — 1 
k=2 
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19. 


20. 


Zi: 


(Macedônia.) Ache todos os valores de n para os quais possamos 
escrever o conjunto 4 = (1,2,3,...,4nt como a união de n 
conjuntos, dois a dois disjuntos e com 4 elementos cada, tais que 
em cada um deles um dos elementos seja igual à média aritmética 
dos três demais. 


(China.) Calcule o maior inteiro menor ou igual que o número 


1 l 1 l 


“A orar oo 


S 
v10000 


* Dados inteiros positivos n e p, prove que: 


(a) k? < EHETET < (k +1)’, para todo k € N. 


(o DR de a qe 
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CAPÍTULO 5 


Indução Finita 


De posse do ferramental algébrico básico visto até aqui, concen- 
tramo-nos a partir de agora na obtenção de vários desenvolvimentos 
importantes. A ideia central é o princípio de indução finita, ferramenta, 
que aumenta em muito nossa capacidade de elaborar demonstrações. 
Após apresentá-lo, o aplicamos, dentre outros, para deduzir a fórmula 
de expansão binomial e a desigualdade entre as médias aritmética e 
geométrica. 

Várias são as maneiras de demonstrarmos algo. Podemos fazer 
uma prova direta ou uma prova por contradição, por exemplo (para 
mais sobre Lógica e técnicas de demonstração, veja o excelente livro 
de D. Cordeiro [14]). O princípio de indução será, para nós, mais uma 
ferramenta para demonstrações, ademais muito útil. 

Para entender como ele funciona, considere um conjunto 4 C N tal 
que 1 € 4. Suponha ainda que saibamos que toda vez que um certo 
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natural k estiver em A, então k + 1 também está em A. Então, 1 € A 
assegura que 2 € A. Por sua vez, 2 € A nos permite concluir que 
3 E€ À. Assim por diante, concluímos que A contém todos os naturais, 
ou seja, A = N. A discussão intuitiva acima pode ser formalizada no 
seguinte axioma, conhecido como o primeiro princípio de indução. 


Axioma 5.1. Seja 4 C N um conjunto satisfazendo as seguintes con- 
dições: 


(a) 1€ 4. 
(b) Se k € A, entãok+1€ 4. 
Então A =N. 


Uma pergunta natural nesse momento seria: como aplicar o princí- 
pio de indução para demonstrar algo em Matemática? Para responder 
esta pergunta, suponhamos dada uma propriedade P(n) do natural n, 
a qual queremos provar ser verdadeira para todo n € N. Definimos 
um conjunto 4 pondo | | 


A = {k € N; P(k) é verdadeira) 
e observamos que 
A =N & (P(n) é verdadeira para todo n € N). 


Assim, a fim de mostrarmos que P(n) é verdadeira para todo n € N, 
basta mostrarmos que A = N, ou ainda, pelo primeiro princípio de 
indução, que | 


e ] € A; 
e kcA>k+1licA. 


Por sua vez, a definição de A garante que mostrar os dois itens acima 
é o mesmo que mostrar que 
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e P(1) é verdadeira: 


e P(k) verdadeira => P(k +1) verdadeira. 


A discussão acima pode ser resumida na seguinte receita para de- 
monstração por indução. 


Proposição 5.2. Dada uma propriedade P(n) do natural n, temos 
P(n) verdadeira para todo n € N se e só se as duas condições a seguir 
forem satisfeitas: 


(a) P(1) é verdadeira: 
(b) P(k) verdadeira => P(k + 1) verdadeira. 


Para entender na prática como funciona uma, demonstração por 
indução, vejamos os dois exemplos a seguir. 


Exemplo 5.3. Para cada n € N, a soma dos n primeiros naturais 
ímpares é igual a n?. 


Prova. Como o k-ésimo natural ímpar é o número 2k — 1, a propri- 
edade P(n) é, neste caso 


n 


P(n) : > (25 — D=nº, 


j=1 
Para fazer uma demonstração por indução, temos de verificar que: 
i. P(1) é verdadeira. 
li. P(k) verdadeira => P(k + 1) verdadeira. 


A verificação de i. é imediata: o primeiro natural ímpar é 1, o 
2 P f 
mesmo que 1º. Para provarmos ii., supomos que P(k) é verdadeira 
i.e., que 


) 


I+3+.--+(Qk-D=k? 


128 Indução Finita 


e queremos deduzir que P(k + 1) também é verdadeira, i.e., que 
1+3+-+(2k-D) +(2(k+1)— 1) = (k+ 1) 
Mas desde que estamos supondo a validez de P(k), segue que 


gps db OR bs PRQ 


Portanto, por indução, P(n) é verdadeira para todo n € N. a 


Exemplo 5.4. Para cada n € N, a soma dos n primeiros quadrados 
perfeitos é igual a 


n(n + 1)(2n +1): 


2 . e 2 2 2 . 
Prova. Como o k-ésimo quadrado perfeito é o número k“, a propri- 
edade P(n) é, neste caso ; 


P(n): Di = n(n + 1)(2n +1). 


Como antes, para fazer uma demonstração por indução temos de ve- 


rificar que: 
i. P(1) é verdadeira. 


i P(k) verdadeira => P(k + 1) verdadeira. 


as 1(1+1)(2-1+1 
Verificar i. é novamente imediato: 1º = ITDC IH) 


ii. supomos que P(k) é verdadeira, i.e., supomos que 


. Para verificar 


k 

1 
IS zk(k + 1)(2k +1), 
j=1 


e queremos deduzir que P(k + 1) também é verdadeira, i.e., que 


k+1 


yj ak + DI + 1) AUP(k+1) +] 


j=1 
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“Mas desde que estamos supondo a validez de P(k), segue que 


k+1 


k 
SP = 5 ++? 
J-e j=1 
1 
= gklk+1)(2k +1) + (k +1) 


- ak + DIk(2k + 1) + 6(k + 1) 


5 ak + 1)(k + 2)(2k + 3). 


Portanto, por indução P(n) é verdadeira para todo n € N. E 


Uma forma ligeiramente mais geral do primeiro princípio de indu- 
ção pode ser enunciada como abaixo. 


Axioma 5.5. Sejam a E€ Ne A C {a,a+1,a+2,...} um conjunto 
satisfazendo as seguintes condições: 


(a) a €A. 
(b) Se k € A, então k +1 €A. 
Então A = {a a + 1,a + 2,...}. 


Essa variante do princípio de indução dá mais versatilidade a sua 
aplicação como método de demonstração. Mais uma vez, suponhamos 
dada uma propriedade P(n) do natural n, a qual queremos demonstrar 
ser verdadeira para todo natural a partir de um certo a (ou seja, para 
todo natural n > a). Para isso definimos o conjunto 


A = {k € N; P(k) é verdadeira} 
e observamos que 


A=laatl,a+2,...) 


i) 


P(n) é verdadeira para todo n > a natural. 
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Obtemos, assim, a seguinte variante mais geral da receita de de. 


monstração por indução. 


Proposição 5.6. Dados a € N e uma propriedade P(n) do natural 


n, temos P(n) verdadeira para todo natural n > a, se e só se as duas 
condições a seguir forem satisfeitas: 


(a) P(a) é verdadeira; 
(b) P(k) verdadeira => P(k + 1) verdadeira. 


Essa forma mais geral de demonstração por indução é às vezes 
realmente necessária. O próximo exemplo ilustra esse ponto. 


Exemplo 5.7. Para todo natural n > 4, temos e Ad 


Prova. Observe primeiro que temos realmente de começar com pelo 


menos n = 4, pois a desigualdade não é válida para n = 1,2,3. À 
propriedade P(n) que desejamos provar é: 


Pins bs 


Para uma demonstração da mesma por indução, temos de provar 
que P(4) é verdadeira e que P(k) verdadeira => P(k + 1) verdadeira. | 


A validade de P(4) segue de 4! = 24 > 16 = 2*. Suponhamos agora 
que P(k) é verdadeira para um certo k € N, ou seja, que 


k! or 


Queremos deduzir a veracidade de P(k + 1), i.e., que (k + 1)! > RR 
Para isso veja que, pela veracidade de P(k), temos 


(k+Dl=(k+D-kl> (k+1)-28; 
por outro lado, segue de k > 4 que 


keo a 
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(na verdade, essa última desigualdade vale para todo inteiro ed), 
Portanto, combinando as duas últimas desigualdades acima obtemos 
que (k + 1)! > 2H i.e., que P(k +1) é verdadeira. Logo, por indução 


p(n) é verdadeira para todo inteiro n > 4. E 


Antes de apresentar outro exemplo, façamos uma pequena observa- 
ção quanto à terminologia: numa demonstração por indução, o passo 
P(k) > P(k + 1) é em geral denominado passo de indução. Para 
executá-lo, supomos que P(k) é verdadeiro (o que constitui nossa hi- 
pótese de indução), e então deduzimos que P(k+ 1) também é ver- 
dadeiro. Assim, uma prova por indução nos moldes da proposição 5.6 
pode ser resumida do seguinte modo: 


e identificação da propriedade P(n) a ser provada; 
e caso inicial: verificação da validade de P(a); 
e hipótese de indução: suposição da validade de PR) 


passo de indução: dedução da validade de P(k + 1) usando a 


hipótese de indução. 


Uma vez que a propriedade P(n) está, em geral, bastante clara no 
enunciado de cada problema, uma prova por indução utiliza, via de 
regra, os últimos três itens do esquema acima, não se fazendo menção 
explícita a P(k) ou ao passo P(k) > P(k + 1). A demonstração do 
resultado do exemplo a seguir é executada dessa maneira. 


Exemplo 5.8 (OBM). Para cada inteiro n > 2, mostre que existem n 
naturais dois a dois distintos, tais que a soma de seus inversos é igual 
al. 


Prova. Façamos indução sobre n > 3. Para verificar o caso inicial, 
basta notar que 
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Suponhamos, por hipótese de indução, que para um certo k > 3 
natural existam naturais £ < £2 <--:< £k tals que 
1 1 1 


— + — + e + ll. 
Tı T2 Tk 


Multiplicando ambos os membros da igualdade acima por 5 e somando 


5 a ambos os membros da igualdade resultante, obtemos então 


E F : F E E e E 1 

2 214 2%9 2th o 
Agora, desde que 2 < 2x, < 2x5 < --- < 2x, obtivemos k+41 naturais 
dois a dois distintos com soma dos inversos igual a 1, completando 


assim nosso passo de indução. | Ex 


Ao usar o princípio de indução para demonstrar algo, devemos 
ter muito cuidado com a execução do passo de indução, sob a pena de 
chegarmos a conclusões absurdas. Para melhor ilustrar o que queremos 
dizer com isso, considere o seguinte exemplo clássico. 


Exemplo 5.9. Se, em uma certa fazenda, ao menos um bezerro é 
branco, prove que todos os bezerros dessa fazenda são brancos. 


Prova. “Provemos"a afirmação acima por indução em relação ao nú- 
mero n de bezerros. Para o caso inicial, se em uma fazenda com um 
bezerro ao menos um bezerro for branco, então certamente todos os 
bezerros da fazenda serão brancos. 

Suponha agora, como hipótese de indução, que em qualquer fa- 
zenda com k bezerros, ao menos um dos quais sendo branco, todos 
serão brancos. Considere então uma fazenda com k + 1 bezerros, ao 
menos um dos quais sendo branco. Tire um bezerro da fazenda, que 
não o que sabemos a priori ser branco. Como ficamos com k bezerros 
na fazenda, ao menos um dos quais ainda branco, segue da hipótese 
de indução que todos os k bezerros são brancos. Faça, agora, voltar o 
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bezerro inicialmente retirado e faça sair um dos que ficou da primeira 


vez. Temos novamente k bezerros, ao menos um dos quais branco. 
Novamente por hipótese de indução todos os k bezerros serão bran- 
cos. Mas o que saiu da segunda vez já era branco, de modo que os 
k + 1 bezerros são brancos. E 


Evidentemente, há algum absurdo na prova acima, uma vez que a 
afirmação do enunciado não reflete a realidade. O problema é que não 
fomos bem sucedidos no passo de indução, uma vez que o argumento 
acima não funciona para uma sala com 2 alunos, como é imediato 
verificar. o 

Há ainda uma outra forma importante de indução, o segundo 
princípio de indução (também chamado princípio de indução 
forte), que passamos a descrever agora. 


Axioma 5.10. Seja A C N um conjunto satisfazendo as seguintes 
condições: 


(a) LEA. 
(b) Se {1,...,k} C A então k +1 EA. 
Então A = N. 


Neste ponto, o uso do segundo princípio de indução em demons- 
trações deve estar claro para o leitor. Vejamos mais dois exemplos, à 
guisa de ilustração. 


Exemplo 5.11 (OCS - adaptado). Mostre que, para todo n € N, o 
número (7 + 43)” + (7 — 43)” é um inteiro positivo e par. 


Prova. Sejam u = 7+4/3euv = 7 — 4/3. Então u +v = 14e 
uv = 1, donde segue que u e v são as raízes da equação de segundo 
grau z? — 14x + 1 = 0. Segue daí que u? = 14u — 1 e v? = 14v — 1, de 
modo que, para todo k > 2 inteiro, 


u? = 14u"! — u? e uf = 14%! — pra 
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Assim, sendo s; = u + vi e somando as duas relações acima obtemos 


obtemos para todo k > 2 que 
Sk = 1458, 1 — Sk—2- 


Agora, So = 2 e sı = u +v = 14 são inteiros. Suponha então, po 


hipótese de indução, que sp E Z para todo 1 < k < n. Então a- 


recorrência acima nos dá 
Sn = l4sn—1 — Sn—2; 


donde concluímos que sn € Z, por ser a soma de dois números inteiros 
Para o que falta, note que u,v > O garante que Sn = u” +v”: 


positivo para todo n. Por fim, a recorrência para a sequência (Sp)k>1 
também garante que sy € sk-2 têm mesma paridade (i.e., ou são ambos. 
pares ou ambos ímpares). Mas desde que so e sı são ambos pares, 


segue novamente por indução que Sn é par para todo n natural. 


Exemplo 5.12. Todo número natural pode ser escrito de uma única 
maneira como soma de potências de 2 com expoentes inteiros não 
negativos e dois a dois distintos, dita sua representação binária. 


Prova. Provemos por indução forte que, para cada n natural, existe 
uma maneira única representação binária de n. Para n = 1, temos 1 
20 e obviamente essa é a única representação possível. Suponha agora 
que o resultado desejado seja verdadeiro para todo natural menor que 
n. | 

Mostremos inicialmente que existe uma representação binária de n. 


Para tanto, tome a maior potência de 2 menor ou igual a n, digamos 


2k. Então 
| ok < n< DE, 


de maneira que 0 < n — 2º < 2F, Sen — 2º = 0, nada mais há a fazer. É l 
Senão, 1 < n — 25 < n, e por hipótese de indução existem inteiros EE 


não-negativos O < ag <a <---< ay tais que 


n — 2 = 20 4904... 428, 
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peene a TR 


Mas como também temos n — 2* < 2% (veja acima), segue que 2% + 
gu + e H QU < 25 e daí a < k. Portanto, 

E 9240 ED + ate as Dr 
com 0 < ap <a <- < q <k. 


Mostremos agora que a representação binária é única. Para tanto, 
suponha que 


E E a ET EE E E E A 
com 0 < ao < a1 < --- < aj e 0 < bo < bi <- < b. Então 
I K DMA eeta 
n= 20 4 2 4...42 


ER EE 0! 
= pie] 


LA 


) 


de maneira que 2% < 2+1 e, portanto, a; < bi + 1, i.e., a; < b. 
Trocando os papéis de a; e b; na discussão acima, concluímos analo- 
gamente que bı < aj, e daí a; = bı. Denotando a; = b, = k, digamos, 
segue que | 


fire E de DG es E a ri DP 


Utilizando agora a parte de unicidade da hipótese de indução, segue 
de n— 2} < n que j — 1 = l — 1 e ao = bo, Qi = bi, -.., a; = ba, 


como desejado. . E 


Antes de seguirmos para os exercícios, mais uma observação. Nem 
sempre usar indução é a melhor maneira de demonstrar algo. Um 
exemplo é a fórmula da soma dos n primeiros inteiros positivos. Tente 
demonstrá-la por indução e compare com a prova obtida por meio da 
teoria de progressões aritméticas... 


Indução Finita 


Problemas — Capítulo 5 


Prove por indução que a soma dos n primeiros inteiros positivos 


é igual a erin 


Prove que, para todo inteiro n > 1, temos 


2 
n(n + 1 
18 +2 sn = data 


Prove que, para todo inteiro positivo n, tem-se 


à RR | 1 1 1 1 
ERSE. OE de o — e. H ——. 
E já M al PEET] 2n — 1 


(Canadá.) Para n inteiro positivo, seja h(n) = 1+ 5 + i e E, 
Prove que 


n + h(1) + h(2) + h(3) +--+ h(n — 1) = nh(n). 


Mostre que, para cada inteiro n > 1, temos 


l | 
1.2+2:3 ++ (n -— Dn = zin — Inin + 1). 


Mostre que, para cada inteiro n > 1, temos 


1 
35 (2na s zn- D2n(2n + 1). 


Prove que, para cada n natural, 9 divide 4” + 15n — 1. 


E . . 3 
Prove que, para cada n natural, 3 divide nº — n. 


* Sejam (an)n>1 € (bn)n>1 duas sequências satisfazendo a recor- 


rência linear de segunda ordem e com coeficientes constantes 
Uk4?2 + rupm + Suk = 0, para todo k > 1. Sea = b; e az = bz, 


= _ 


10. 


11. 


12. 


15. 


14. 


prove que an = bn, para todo n > 1. Em seguida, estenda esse 


resultado ao caso em que as sequências (an)n>1 € (bn)n>1 satis- 
façam uma mesma recorrência linear de terceira ordem e com 
coeficientes constantes. 


Seja (ap) uma sequência de reais não nulos tais que, para todo 

n > 2, tenhamos 
n—l 
on Í 
É Akky an 

Prove que a sequência é uma PA. 

(Bulgária - adaptado.) * A sequência (a, )n>1 de reais é definida 
por q = 1 e, para n > 1 inteiro, aa = a2 — an + 1. Prove que, 
para todo inteiro n > 1, temos: 

(a) ün+1 = 1 + a...an. 

TA 1 

OPD a a ro 
Prove que, para todo n natural, temos 2” >n”. 
Seja (Fn)n>1 a sequência de Fibonacci (cf. exemplo 4.17). Prove 
que, para todo n € N, as identidades a seguir são verdadeiras: 

(a) Fi + Fa +e + Fn = Fngo 1. 

(b) FÈ + F? +--+ F2 = Pp Phan. 

(c) A+B+ + Fonai = Fon. 

(d) Fo + Fa +--+ Fon = Ban 

(e) FiF + Fz Fa + Fy Fe +- + Fon-1Fon = n 

E E (AP 
Seja (Fn)n>1 a sequência de Fibonacci. Prove que, para todo 


inteiro n > 13, temos Fp > nº. Conclua, daí, que F, é um 
quadrado perfeito se, esóse, n= 1,2 ou 12. 
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15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


Indução Finita 
Dado a = lts faça os seguintes itens: 


(a) Prove que o” = E, :a+F,-1, para todo inteiro n > 1, onde 
(Fa)n>1 é a sequência de Fibonacci. 


(b) Ache todos os n € N tais que a” — n*a seja inteiro. 


(Macedônia.) Seja z um real não nulo tal que z +11 € Z. 
Prove que z” + 1” € Z para todo inteiro n. 


(OBM.) Sejam (xk);>1 € (y)k>1 sequências de números reais 
tais que, para todo n natural, temos £n}1 = TÌ — 3%, € Yny = 
YS — 3yn. Se xz? = y + 2, mostre que TŽ = Yn + 2 para todo n 
natural. | 


(Putnam.) Seja (£n)n>0 uma sequência de reais não nulos sa- 


| tisfazendo, para todo n € N, a recorrência T? — Tait = 1. 


Prove que existe um número real a tal que 7,11 = ax, — aj 
para cada n € N. 


(França.) Seja (ay);>1 uma sequência de reais positivos tal que 
q =le 


aj +a3 +- +a = (a t a+: + an)? 
para todo n > 1. Prove que dn = n para todo n > 1. 


* Fixado um número real a > 1, seja (x,)n>1 uma sequência tal 
que ya < tı a = 5 (+£), para todo k > 1. 
Prove que, para todo n > 1, temos 


1 
9n—1. 


ar aa t 


O resultado do problema a seguir é conhecido como o princípio 
fundamental da contagem. 


21. 


22. 


23. 


24. 


29. 


26. 


dl 


28. 
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* Mostre que, se temos nı maneiras de escolher um objeto do 
tipo 1, no maneiras de escolher um objeto do tipo 2, ..., ny 
maneiras de escolher um objeto do tipo k, então o número de 
maneiras de escolher, simultaneamente, um objeto de cada um 
dos tipos de 1 a k é nı... ng. 


* Prove que um conjunto com n elementos tem exatamente 2” 
subconjuntos. 


(Índia.) Prove que, para n > 6, todo quadrado pode ser partici- 
onado em n outros quadrados. 


(Alemanha.) Dado n € N, prove que podemos montar um tabu- 
leiro 2” x 2” usando uma peça 1 x 1 e vários L-tridominós (peças 
do formato abaixo, onde cada quadradinho tem lado 1) 


Prove que 3” divide q — 1, para todo inteiro n > 1. 


(França.) Prove que para n > 5 inteiro, existem n inteiros posi- 
tivos tais que a soma dos inversos de seus quadrados seja igual 
a 1. 


(Rússia.) 


aberto, n crianças estão de tal modo posicionadas que, para 


Seja n um inteiro positivo ímpar. Em um campo 
cada uma delas, as distâncias às outras n — 1 crianças são todas 
distintas. Cada criança tem uma pistola d'água e, ao som de um 
apito, atira na criança mais próxima de si. Mostre que uma das 
crianças permanecerá enxuta.. 


(Suécia.) Prove que, para todo n natural, existe uma única 


sequência (a;);>1 de inteiros tais que O < a; < j, para todo 


0 E NR O A, | 


j>1,e 
n = a: 1l!+a2: 2! +03 3 ++. 


29. * Prove o teorema de Zeckendorff: todo número natural pode 
ser unicamente escrito como soma de números de Fibonacci de 


índices maiores que 1 e não consecutivos. 


CAPÍTULO 6 


Binômio de Newton 


O objetivo principal deste capítulo é obter uma fórmula para o 
desenvolvimento do binômio (x +y)” e, com isso, essencialmente com- 
pletar nosso estudo de identidades algébricas, iniciado na seção 2.1. 
Para tanto, temos inicialmente de estudar os números binomiais, que, 
como veremos, possuem várias outras aplicações interessantes. 


6.1 Números binomiais 


Comecemos relembrando a definição de fatorial, estendida aos in- 
teiros não negativos. 


Definição 6.1. Dado um inteiro não negativo n, o fatorial de n é o 
número 
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Em princípio poderia parecer mais razoável definirmos 0! = 0, mas 
as razões para a convenção 0! = 1 logo ficarão evidentes. 


Definição 6.2. Dados inteiros n e k, com O < k < n, definimos o 
número binomial (2) por 


BTE 


É de fácil verificação que, para todo n € N, tem-se 


n n n n(n — 1) 
=1, =n, ses, 
0 1 2 2 


Por outro lado, para todos os inteiros n e k tais que 0 < k < n, tem-se 


k n—k Pa 


Observe que (%), (1) e (5) (esse último em virtude do fato de. 
que o produto de dois inteiros consecutivos é par) são todos números 
naturais. Por outro lado, a igualdade de números binomiais acima 
garante que (2) = (2), (14) = C) e (15) = (3) também são todos. 
naturais. Cumpre então perguntar se (1) 
escolhas de inteiros n e k, tais que O < k < n. Tal é de fato o caso, 


e será deduzido mais adiante como consequência da relação (6.2) a. 


é natural para todas as 


seguir, conhecida como a relação de Stiefel. 


Proposição 6.3. Se n e k são inteiros tais que 0 < k < n, então 


n n— 1 n— 1 | 
= , 6.2). 
k k e k— 1 


Prova. Basta aplicar a definição de número binomial ao segundo E 
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“membro da igualdade acima: 
n— 1 n—1 (n— 1)! (n — 1)! 
+ Re RR 
k k-—1 k!(n—1-—k)! (k— Dn — k)! 
o (n — 1)! 1 ji 
o (k=1)(n=1-k)!\k n-k 
E (n — 1)! n 
© (k=1)!(n—1-— k)! k(n — k) 
n! n | 
= k(n-=-k) f E 


Com os números binomiais acima definidos construímos uma ta- 


bela numérica triangular, o triângulo de Pascal, do seguinte modo: 


Contamos as linhas e colunas a partir de 0, sendo as linhas numeradas 
de cima para baixo e as colunas da esquerda para a direita; a entrada 
(i.e., o número) da nê linha e k? coluna é o número binomial (7). Mais 

especificamente: | | 


e As entradas da coluna 0, lidas de cima para baixo, são respecti- 
vamente iguais aos números binomiais 


0 1 21 [3 
O/"ÃO/ OVO) 


Como já vimos, todos esses números são iguais a 1. 


e À linha zero é formada somente pelo número binomial o) =, 


A linha 1 é formada pelos números binomiais G) e G), ambos 


também iguais a 1. 


e Em geral, as entradas da linha n, lidas da esquerda para a direita, 
são respectivamente iguais aos números binomiais 


n\ (mn /n n 
0 aU ARS An 
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Mostramos, abaixo, as linhas iniciais do triângulo de Pascal, con- “obtemos a entrada da linha n e coluna k. Isto é mais difícil de dizer do 


soante a construção acima descrita: que entender e verificar, e permite obtermos recursivamente os valores 


n 
k 


valores numéricos do números binomiais (7) para O < n < 6, obtidos 


uméricos dos números binomiais . À tabela a seguir mostra os 
n 


~ Triângulo de Pascal 
com o auxílio da relação de Stiefel. 


Valores numéricos das entradas do triângulo de Pascal 


1 
| 1 1 
121 
3 3 i 
act 14 6 4 1 
Pa Edo do E 
1 6 15 20 15 6 1 


Mais geralmente, desde que para todo inteiro n > 0 temos (0) =1 


e fa = 1, não é difícil o leitor se convencer de que, para todos os 


inteiros n e k tais que O < k < n, temos (7) E N. Damos a seguir uma 


prova formal desse fato no corolário a seguir. 


Corolário 6.4. Para todos os inteiros n e k tais que 0 < k < n, temos 
$ | 
C) EN. 


UNO 


| E | Prova. Façamos indução sobre n > 0, sendo o caso n = 0 óbvio: o 
Figura 6.1: Blaise Pascal, matemático francês do d único número binomial nessas condições é (9) “1 
século XVII. Além do triângulo que leva seu nome, a Suponha, por hipótese de indução, que F é natural para todo 
Pascal marcou o estudo das cônicas com um impor- a | 0< j < n-— 1, e consideremos um número binomial da forma E: Há 
tante teorema que muito motivou o desenvolvimento a | dois casos a considerar: se k = n, então já observamos que (2) = 1, 
de uma área da Matemática moderna, a Geometria o | um natural; se k < n — 1, então segue por hipótese de indução que 
AENEA, A | a, e a são ambos naturais, e a relação de Stiefel garante que 
Em relação ao triângulo de Pascal, a relação de Stiefel diz que, ao | l n\_/nr-1 n— 1 EN s 
somarmos, na linha n — 1, as entradas da coluna k — 1 e da coluna k, É k k k-1 
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Veremos adiante que uma das principais utilidades do triângulo 
de Pascal é fornecer um processo fácil e rápido para a obtenção da 
expansão do binômio (x + y)”, conforme a proposição 6.8 a seguir. 
Por enquanto, vamos estabelecer algumas identidades relacionadas às 
suas linhas, colunas e diagonais. 

A fórmula da proposição a seguir é conhecida como o teorema 
das colunas do triângulo de Pascal. 


Proposição 6.5. Na coluna n do triângulo de Pascal, a soma das 
entradas das linhas n, n+ 1,..., n+ k — 1 é igual à entrada situada 
na coluna n + 1 e linha n + k. Em símbolos, 


= ). (6.3) 


Prova. Façamos uma prova por indução sobre k > 1. O caso inicial 


n+1 : : 
E on sendo, portanto, imediato. 


Por hipótese de indução, suponha que, quando k = | > 1, (6.3) 


k = 1 se resume a verificar que E J ( 


é verdadeira para todo inteiro n > O. Então, para k = l+ 1 e todo 
n > O inteiro, temos 


l—1 


3 OR A n+j\ (r+ 
n = \ n n 
9=0 | 9=0 
n+l n+l 
= + 
n+ 1 n 
= [n+l+i 
E n+1 J’ 


onde na última igualdade usamos a relação de Stiefel. Portanto, segue 
por indução que (6.3) é verdadeira para todo k € N e todon > 0. E 


Ilustremos o uso do teorema das colunas utilizando-o para calcular 
a soma dos n primeiros quadrados perfeitos. 
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Exemplo 6.6. Calcule, para cada n € N, o valor da soma 


P+2+... pn. 


Solução. Se S = $; J”, então 


m 
3 
3 
3 


Segue então do teorema das colunas que 


1 1 1 | 
s=2("0 + ("0 )=in(n+D(en+1). E 
3 2 6 
Para n > 0 inteiro, a diagonal n do triângulo de Pascal é formada 


pelos números binomiais 


n n+ 1 n +2 n+3 
07’ 1 i 2 i 3 no 


O corolário a seguir é o teorema das diagonais do triângulo de 
Pascal. 


Corolário 6.7. Na diagonal n do triângulo de Pascal, a soma das 
entradas das linhas 0,1,...,k — 1 é igual ao número situado na linha 
n+ k e na coluna k — 1. Em símbolos, 


k—1 


S O bo (6.4) 
| 9 k— 1 


J= 


Prova. Desde que Ei ) = To ), temos pelo teorema das colunas que 


w E E n+j\ [n+k\ (n+k i 
j Er m ) An+1/ Ak-1) 
j=0 J=0 | 
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Problemas — Seção 6.1 8. * Para inteiros n e k tais que O < k < n, prove que o conjunto 
, | | (1,2,...,n+ tem exatamente E] subconjuntos de k elementos. 
! 1. Prove que (e) é par, para todo n €E N. 
. 2. Para cada n € N, use os resultados desta seção para calcular o : OT 
| ROS do, es, 6.2 A fórmula do binômio 
| 3. * Para n natural, prove que Obteremos a seguir a fórmula do binômio de Newton, ou seja, 
| n Co RR (O A ET da expansão da expressão (x + y)” em monômios. 
< nra na 
0 1 o o eh n 
| se n é par, e 
E < 4 < < E f > > 
a n—l = n+1 
| 0 1 D 2 i 
incl se n é ímpar. 
md | | idas 
4. Prove que, para todo inteiro n > 2, tem-se 24 < E 
“5. Dados naturais k e m, com m > k, prove que Figura 6.2: O matemático e físico inglês Isaac New- 
a ° 7 ? 
pla | nã PE ton é considerado um dos maiores cientistas que a 
foi gp >: (a) | see l | humanidade já conheceu, sendo difícil mensurar sua 
i y paar (2) o Ga contribuição para o desenvolvimento da ciência. Con- 
a E | no siderado o pai da Física moderna, Newton criou, 
pi ro j 6. Sejam n, k inteiros, com O < k < n. Prove que juntamente com G. W. Leibniz, os fundamentos do 
co n n 4 n\ TE a UA (=1) na se Cálculo Diferencial e Integral, pedra fundamental do 
: 0 1 2 k k desenvolvimento científico e tecnológico vivenciado 
desde sua época, no final do século XVII, até os dias 


7. Seja (Fp)k>1 a sequência de Fibonacci. Mostre que, para todo dese 


| | n € N, temos 


pa y = | 


o - Teorema 6.8. Para n € N, temos 
onde, |7 | denota o maior inteiro menor ou igual a Nie, 
EE n— 1) r, se n for ímpar (£ +y)” = ` k giy, (6.5) 
| 2 né, sen for par j=0 M E 
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Prova. Façamos uma demonstração por indução sobre o expoente n 
do binômio. Para n = 1, temos 


1 1 
(+y  =r+y= 0 rt + JE 


Suponha, por hipótese de indução, que (6.5) é verdadeira quando 
n = k, i.e., que Para n = k + 1, temos então que 


Gt = (tety = (0 +00 (att 


j=0 
k k 
= S é THIS i gt iyiti 
1=0 J7 j= M 
k k k—1 ; 
— rs j T 4 giy y gt, 
j=1 j=0 


Façamos, na última expressão acima, as seguintes trocas nos índi- 
ces dos somatórios: no primeiro somatório troque j por le no segundo 
somatório troque 9 + 1 por l; desse modo, no segundo somatório temos 
j=t-le0<j<k-1+<1<I<k. Assim procedendo, obtemos 


k 
| k k 
A e po E dE k+1—l l | „k+ 
(2 + y) 2 j n A 


k 


pe AS ia qb 4 gt 
= 


onde na última igualdade utilizamos a relação de Stiefel. Por fim, 


desde que as = Gu = 1, podemos escrever a última linha acima 
como 
k+1 ESS kt ly kyi kt1\ um 
0 Ba a o y? 


e e 
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“ou, O que é o mesmo, 


k+4-1 


y o gtit 


I1=1 
exatamente a expressão que desejávamos obter. Logo, temos por in- 
dução que (6.5) é verdadeira para todo n € N. E 


Corolário 6.9. Para n € N, temos 


(=a) = D e 


j=0 i 
Prova. Basta aplicar (6.5), trocando y por —y. | E 
É costume denotarmos 
n 
Tj =| Jey 
J 


Tal monômio T; é o termo geral do binômio (x + y)”, e temos 
E E E 


Colecionamos no que segue alguns exemplos de aplicação da fór- 
mula do binômio, assim como algumas consequências importantes da 
mesma. 


Exemplo 6.10. Encontre o menor n € N para o qual haja, no desen- 
volvimento binomial de (2/2 + +), algum termo independente de 
x. Para tal n, calcule tal termo independente. 


Solução. O termo geral do desenvolvimento da expressão acima é 


k 
: (zyz) q = A p20) Ah = i pT, 
Portanto, há termo independente de x se e só se existir 0 < k < n tal 
que 3n — 11k = 0, donde em particular 11 | n. Logo, o menor valor 
possível de n € N é n = 11; nesse caso, deve ser k = 3, e daí o termo 
independente de x é igual a c) = 165. Et 
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Exemplo 6.11. Sejam k € N e a,b,r € Q, com r > 0 tal que „F é 
irracional. Então: 


(a) Existem c,d € Q tais que (a + byr)! = c + dyr. 


Escrevendo (1+1)?” = (1+r)”(1+x)” e aplicando a ambos os membros 
a fórmula do binômio, obtemos 


2n n n n 

AN k NO; NY sho n\ (MO aj 

(b) Se (a + byr)* = c + dyr, com c,d € Q, então (a — byr): = » O df 3 ; J2 2 T 2 SU riti, 
k= 1— J= | fe 


c— dv”. 


Pro Comparando os coeficientes de x” na primeira e última expressões 
va. 


i do (6.1), obt 
(a) Desenvolvendo o binômio (a + by/r)f, obtemos acima e usando (6.1), obtemos 


n n 2 
k ia ge kN an) n\/n\ n n o n 
(a+bvr)" = X. aibri + yr X Jaib y ri- njo pD j =>, O =>, j 
K J i+j=n J i=0 i=0 
0<j<k 0<j<k J 
215 2) 
Fazendo 
= ` Jaib vri e d= >. á at Ibi ri-, 
-osier M o<j<k NJ 
21 24 


é imediato que c,d E€ Q (uma vez que vri para j par, e Vri-1 para j 
ímpar, são ambos racionais). 


Figura 6.3: Joseph Louis Lagrange, matemático e 
físico francês do século XVIII. Lagrange foi um dos 
maiores cientistas de sua época, dando contribuições 
notáveis também à Física, em especial à Mecânica 


(b) Basta observar que o desenvolvimento de (a — b,/r)* é essencial- 
mente igual ao desenvolvimento de (a + b,/T)*, desse diferindo apenas 
pelo sinal de alguns termos: | 


k ue k Es Celeste. 
(a — byr)" = X Jairi — /r X Jaib yri- 
| OSj<k M oczek NJ 
21) 24 O item (a) do corolário a seguir é conhecido como o teorema das 


= c — dyr. | E linhas do triângulo de Pascal. 


Exemplo 6.12. Usemos a fórmula do desenvolvimento binomial para Corolário 6.13. Para n € N, temos 


AD A AN, 4 (a) Da o) a2, 
>. 9 no (6.6) | | (b) Drosjan () — Y ossen (”) — gn-1 


demonstrar a identidade de Lagrange: 


J 
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Prova. Para o item (a) basta fazer z = y = 1 na fórmula do desen- 
volvimento de (x + y)”. Quanto a (b), fazendo inicialmente z = 1 e 


y = —1 na fórmula do binômio, obtemos (verifique!) 
no n 
0 = > j = o j 
0<j<n 0<j<n 
213 2 


Denotando A = Y`o<j<n a eD =y ea E segue do item (a) e da 
219 24) 
relação acima que 


A+B = 2 
A-B = 0 
Portanto, temos que A = B = 9", H 


Observação 6.14. Podemos generalizar completamente as fórmulas 
do item (b) do corolário acima, no seguinte sentido: dados inteiros 
0<r< k< n, é possível calcular em função de n, k e r o valor da 
soma 


É + n + n + 
r k + r 2k+r)/ ` 


Por exemplo, para k = 3 podemos calcular em função de n os valores 
das somas (9) + (3) tt o (+) +H(D+ e D+ 
A dedução correspondente utiliza a fórmula de multiseção, obtida com 
o auxílio de números complexos. A esse respeito, veja o teorema 3.21 
e o problema 3.2.5 do volume 6 ou, ainda, a referência [36]. 


Terminemos este capítulo com uma aplicação do teorema das linhas 
a mais um cálculo de somas. 


Exemplo 6.15. Para cada n € N, calcule o valor da soma 


"\ al” \+3 


pan 
. e n 
1 2 3 | 


n 
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Solução. Primeiramente, para todo j € N, temos 


n l n! | n! 


o) = Imp T 
dm (n — 1)! == n— 1 
(9 — Dl(n — j)! J= 


Portanto, segue do teorema das linhas que 


Problemas — Seção 6.2 
1. Para cada n € N, determine o valor da soma 23 E 3). 


2. Sejam À = $ o (1) 3f e B= De (T LF. Se 5 = Ea calcule 
o valor de n. 


3. Mostre que (1,1)" > (n? + 19n + 200). 


4. (OCM.) Calcule, sem efetuar diretamente os cálculos, o valor da 


soma 
Za 1 A 1 ” 1 ã 1 1 
10! "ali sie 74I ga IIT 


PE i 65 
o. Encontre o termo máximo no desenvolvimento de (1 + 5) 


6. (Baltic Way). Sejam a, b, c e d números reais tais que a? + b? + 
(la +b = eE + +(e d)’. Prove que af + bf + (a + b)* = 
ó + dt + (e+ d). 

g2n—1 


T. Para n natural, prove que (2) A 
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8. No desenvolvimento de v(1-+2)”, dividimos o coeficiente T cada, . = i 
termo pelo expoente de x no termo. Prove que a soma de todos Do a o 
esses números é igual a Z551, | n 
Grs = DD la. i Pya, (6.7) 
9. Para a € Z \ {0}, calcule o valor das somas Dalla! é jreti=n Nr 
Dj=o (Dj? ia 
dr “onde a notação >, acima é uma abreviação para a soma de todos 
OR A mi i 2 riyf j 
10. A sequência (ax)k=1 é uma PA. Prove A EN os Rondo do upo (Gr)? y R quando Jok saci todos 
n > 1, valem as identidades os possíveis valores inteiros não negativos tais que y +k+l=n. 
(a) 5? tê (—1y+ 0 15. Use o resultado do problema anterior para obter os termos do 
a : Fe ==. : . . 
J=0 \j ne desenvolvimento dos trinômios (x + y + 2)? e (£ +y + 2). 
OEI T Vivas o = (0. 6110 
16. Calcule, no desenvolvimento de (1 + 1 + 6) , O termo indepen- 
11. * Se 0< q< 1en €N, prove que q? < —4 dente de 7. 
| q+n(1—q) ` 
12. Dad os a, DE Noca rod qué o nimes E 17. Prove as identidades a seguir envolvendo números trinomiais: 
E de uma equação polinomial com coeficientes inteiros e grau (a) À es P ) = 9º. 
n. — Ad) 
z 
(b) D TrM Ta =1. 
13. (Croáci is nå 
(Croácia.) Sejam z, y e z reais não nulos, tais que r +y +z = 0. 18. * Prove que, para todo n € N, vale a identidade 
Prove que o valor da expressão 
~ fn 
z? + y’ +2’ ` j Pon+1-j = Fa —l, 
vyz(ay +yz + zz) m 
; não depende de 7, y e z. onde É; denota o k—ésimo número de Fibonacci. 
i 5 o 19. Prove que 
| 14. * O propósito deste problema, é estabelecer uma fórmula para a i a (—1)* (1991 — k 1 
E expansão de (r+y+2),ondez,y,zEReneEN. Para tanto, D 1991 — k k — 1991 
| comecemos definindo, para inteiros não negativos j, k,l tais que Es 
i ; k = E i . ERAS 
| J +k+l= n, o número trinomial Gra por 
| nn! 
l Jeka JR 
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CAPÍTULO 7 


Desigualdades Elementares 


Uma inequação é uma sentença de uma das formas E > F, E > 
F, E < Fou E< F, onde E e F são expressões em uma ou mais 
variáveis. Resolver uma inequação significa encontrar todos os valores 
da(s) variável(is) que a tornem uma desigualdade verdadeira. 

Uma inequação não necessariamente se torna uma desigualdade 
verdadeira para todos os valores reais possíveis das variáveis. Para 
exemplificar, considere a inequação 


r+ +1 > 5a. 


Ao atribuirmos à variável x o valor real 2, a desigualdade resultante 
11 > 80 é falsa. Por outro lado, conforme o corolário 1.5, a inequação 
r?’ +y? > 0 se torna uma desigualdade verdadeira quaisquer que sejam 
os valores reais atribuídos a x e y. 
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Doravante, sempre que não houver perigo de confusão, denomi- 
naremos desigualdades (algébricas) às inequações que se tornam 
desigualdades verdadeiras para todos (ou quase todos!) os valores pos- 


síveis das variáveis. 

Este capítulo é um convite inicial ao estudo sistemático de desi- 
gualdades algébricas. Nosso objetivo primordial aqui é discutir alguns 
exemplos interessantes de desigualdades, para a derivação das quais 
usamos as ferramentas desenvolvidas até agora. Um tratamento mais 
completo pode ser encontrado em [37]; veja também as seções 5.4 e 
6.5 do volume 3, bem como a seção 5.2 do volume 6. 


7.1 A desigualdade triangular 


Comecemos estudando duas desigualdades envolvendo módulos de 
números reais. A desigualdade da proposição a seguir é conhecida 
como a desigualdade triangular. | 


Proposição 7.1. Para todos os reais não nulos a e b, temos 
ja +b| < Jal + Jbl, (7.1) 
ocorrendo a igualdade se, e só se, a e b tiverem um mesmo sinal. 


Prova. Como |a + b| e |a| + |b| são ambos não-negativos, temos 


ja +b| < |a| +b] & Ja+b<(Jal+ |b)) 
& (a+b) < |a|? + bl? + 2lab| 
<> 2ab < 2Jabl, 
o que é claramente verdadeiro. Segue também dos cálculos anteriores 
que |a + b| = |a| + |b| se, e só se, ab = |ab|, o que por sua vez ocorre 


1O significado da expressão quase todos nesse contexto ficará claro à medida 


em que prosseguirmos nosso estudo. 
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se, e só se, ab > 0. Mas como a,b Æ 0, teremos igualdade se, € só se, 
ab > 0. | E 


Corolário 7.2. Para todos a e b reais, temos 
al — [bl] < Ja — b|, 
ocorrendo a igualdade se, e só se, a e b têm um mesmo sinal. 


Prova. Aplicando a desigualdade triangular com a — b no lugar de a, 
obtemos 


la| = |(a — b) + b| < ja — b| + Jbl, 


e daí |a| — |b| < [a — b|. Repetindo agora o argumento acima trocando 
os papéis de a e b, segue que |b| — |a| < |a — b|. Segue então daí que 


ja — b| > maxílal — |b|, lb] — Jal) = [la] — |||, 


onde, para a última igualdade, utilizamos (2.6). 

Por fim, teremos a igualdade se, e só se, a tivermos em pelo menos 
uma das desigualdades triangulares |a| < [a—b|+|b| ou |b| < b—al-Hlal, 
digamos na primeira delas. Mas para que |a| = |a — b| + |b|, a condição 
de igualdade da proposição 7.1 garante que deve ser (a — b)b > 0, ou, 
o que é o mesmo, ab > b?. Em particular, deve ser ab > 0. Recipro-. 
camente, suponha que ab > 0 e mostremos que a igualdade ocorre. 
Há duas possibilidades: a,b > 0 ou a,b < 0. Suponha que ocorre 
a primeira possibilidade (a primeira pode ser tratada analogamente). 
Então |a| = a, |b| = b, e temos daí que |Ja| — [b|| = Ja — bl. E 


Dados números reais não nulos a, b e c, podemos aplicar a desi- 


“gualdade triangular duas vezes para obter 


la+b+e|<|a+b| + el < Jal + lb] + lel, (7.2) 
i.e., para obter a desigualdade para três números reais 


ja +b+cl| < lal + |b] + lel, (7.3) 


: dadi 

à enc id! 

gi 
Mg 

: P iag 
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análoga àquela obtida em (7.14), e que, portanto, chamaremos tam- 
bém de desigualdade triangular. 

Se a igualdade ocorre na desigualdade acima, devemos ter também 
a igualdade em todas as desigualdades em (7.2), donde em particular 
em |a+b| < la| + |b|. Portanto, segue da proposição 7.1 que a e b têm 
sinais iguais. Ocorre que podemos também escrever 


la +b+c|< lal +]|b+cel < lal + [b| + lel, 


de maneira que se a igualdade ocorre em (7.3), então os números b 
e c também devem ter sinais iguais. 
têm todos um mesmo sinal, digamos a,b,c < 0 (o caso a,b,c > 0 é 
análogo), então a + b+ c < 0, de maneira que 


la +b+ c| = — (la +b+ c) [= (—a) + (—b) + (—c) = lal + |b| + lcl. 


Mostramos então que há igualdade em (7.3) se, e só se, a, be c têm 
todos um mesmo sinal. 

Analogamente, uma fácil indução permite estabelecer a seguinte 
generalização da discussão acima, também conhecida na literatura 
como a desigualdade triangular. 


Teorema 7.3. Para números reais não nulos a4,as,..., an, temos 


lai + a2 +: + an| < la| + la| +--+ lanl. (74) 


Ademais, a igualdade ocorre se, e só se, q14,492,...,4n tiverem todos 


um mesmo sinal. 


Prova. Veja o problema 1. Bi 
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Reciprocamente, se a, be c. 
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1. * Prove a versão geral da desigualdade triangular, enunciada no 
texto como o teorema 7.3. 


2. Prove que, para todo x € R, tem-se 


æ — 1+ |e — 2| + je -3| +--+ lz -— 100] > 502 


3. Faça os seguintes itens: 
(a) Se 0 < x < y, prove que = < 


l+z = E 
(b) Sejam a,b reais quaisquer, prove que 


ja] [7 ja +] 
Ia] "ip É Taro 
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Conforme veremos aqui, a observação básica para o estudo siste- 
mático de desigualdades é o próprio fato de que o quadrado de todo 
número real é não-negativo, sendo igual a zero se, e só se, o número 
em questão for também igual a zero. 

Para começar, para x,y € R sabemos que (|z| — lyh? 
a igualdade ocorrendo se, e só se, |z| = |yl. 


> 0, com 
Se desenvolvermos a 
expressao entre parênteses, chegamos à desigualdade x +y]? > 2|xyl 
ou, O que é o mesmo, 

r? + y? > 

E > begh (7.5) 
com a igualdade se, e só se, |x| = |y|.- 


Por outro lado, partindo de dois reais positivos quaisquer ae be 
fazendo x = ya > 0 e y = vb > 0, segue de (7.5) que 


a+b 
7 > Vab, (7.6) 


com a igualdade ocorrendo se, e só se, /a=+vb, l.e., se, esóse, a = b. 
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A simplicidade da desigualdade acima esconde sua importância, 
Ela é um caso particular de uma desigualdade bem mais geral que | 
discutiremos adiante, denominada a desigualdade entre as médias aq- 


Exemplo 7.5. Para x,y, 2 reais positivos, temos sempre 


T° +y? +2? > ry ++ rz +yz, (7.7) 


ritmética e geométrica (veja o teorema 7.10 a seguir). Por ora, vejamos 


l , . , ocorrendo a igualdade se, e somente se, £ = y = z. 
como deduzir outras desigualdades interessantes a partir dela. í ? Y 


Prova. Para obter a desigualdade, basta somar membro a membro as 


Exemplo 7.4. Para números reais positivos x e y, temos: | 
j desigualdades parciais 


r? +y? 


(a) x + +“ > 2, ocorrendo a igualdade se, e só se, x = 1. H? > gy, 
E cê 2+2? 
(b) ++ + > 4 ocorrendo a igualdade se, e só se, z = y. Ea 
TL Y — gz+y’? ? ) : a 
ytz’ > 
Ra 
Prova. 2 3 


Note agora que, se x = y = z, então a desigualdade do enunciado clara- 
mente se torna uma igualdade. Reciprocamente, se ao menos uma das 
desigualdades acima for estrita (i.e., não for uma igualdade), digamos 
TH > ry, então uma generalização óbvia do item (e) da proposi- 
ção 1.2 garante que, após somarmos as mesmas membro a membro 
(com a primeira delas trocada por TH > xy), obteremos 


(a) Aplicando a desigualdade (7.6) com a = x e b = =, obtemos 


1 


com igualdade se, e só se, x = ž, i.e., se, € só se, £ = 1 (uma vez que 


x > Q por hipótese). 
| 7 2 2 2 
(b) Basta desenvolver o produto do enunciado e aplicar em seguida a | T HY FZ > TY+ TZ +Y. 


j j z de z: . 
desigualdade do item (a), com 7 no lugar de x Portanto, a fim de que ocorra a igualdade na desigualdade do enunci- 


ado, devemos ter igualdade nas três desigualdades acima, de maneira 


1 1 f£ y + 
Vida a —+>]|=2+[-+>] 2242 =4. s Ses 
( y) r y y r d que E 0. | pai 
Haverá igualdade se, e só se, 7 — i.e., se, e€ só se, z? = y”. Mas E Os próximos dois exemplos estendem a desigualdade 7.6 para três 
como x,y > 0, tal condição é equivalente a termos x = y. - | l e quatro reais positivos. Comecemos com o caso de quatro números. 
Outra possibilidade é aplicar a desigualdade (7.6) duas vezes, mul- E | 
tiplicando os resultados: E l Exemplo 7.6. Dados reais positivos a,b, c,d, temos 
1 11 1 a+b+c+d 
(v+y)(=+>—|>2/79-2/[=:—=4. i AN, (7.8) 


Segue diretamente de (7.6) que haverá igualdade se, e só se, z = y. E | | com igualdade se, e só se, a = b= c = d. 
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d Ê 
Prova. Já sabemos que &º? > vab e ae > ycd. Daí, 


a+b c+d 
arbretd Ft AA NE Ai E sro) 
4 2 o | 


A igualdade ocorre se, e só se, tivermos igualdade em todas as 
desigualdades acima. Para haver igualdade na primeira delas, devemos 
b — y td — y í a= — d. Para haver igualdade 
ter E = vab e Sº = vcd, e daí a bec= d. Para | E 
na última, desigualdade, devemos ter vab = v cd ou, ainda, (à luz de 
a = b e c = d) va = Væ, i.e., a = c. Daí, a igualdade se dá se, e só 
seu tece ud: E 


O exemplo acima suscita naturalmente a pergunta sobre a validez 


de uma desigualdade similar para três números reais positivos. Con- 
forme já antecipamos, esse é de fato o caso; entretanto, a dedução da 
desigualdade análoga à acima não é tão imediata quanto a do exemplo 
anterior (veja, contudo, o problema 12, página 174). 


Exemplo 7.7. Dados reais positivos a,b,c, temos 
store > Vabe, | (7.9) 


ocorrendo a igualdade se, e só se, a = b = c. 


Prova. Escrevendo a desigualdade do exemplo 7.8 para os quatro 
reais positivos a,b,c e d = Vabc, obtemos a desigualdade 


DEUTEN a a = T N 
> 


Segue daí a desigualdade a+b+c+ abc > 4Nabe, ou, o que é o 
mesmo, atic > Vabe. 

Quanto à igualdade, os cálculos acima deixam claro que ela ocor- 
rerá se, e só se, tivermos igualdade na desigualdade 


3/ 
O ea Y; abeN/ abc. 
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A 3 
Mas o exemplo 7.6 garante que tal ocorre se, e só se, a = b = c = Vabc, 
Lê S€, € só se, a =b =c. | T 


Neste ponto, o leitor provavelmente está formulando a generaliza- 
ção natural das desigualdades (7.6), (7.8) e (7.9), que também ante- 
cipamos ser verdadeira. Todavia, antes de enunciá-la vamos dar uma 
aplicação interessante de (7.9) ao cálculo de volumes de sólidos. 


Exemplo 7.8. Dentre todos os paralelepípedos retângulos com soma 


total dos comprimentos das 12 arestas igual a 48cm, explique por que 
o cubo de lado 4cm é aquele de maior volume?. 


Solução. Na figura 7.1, temos um paralelepípedo retângulo com com- 
primento, largura e altura respectivamente iguais a x, y e z cen- 
tímetros, e tendo soma das 12 arestas igual a 48cm, i.e., tal que 
tr+y+z= 12. É um fato bem conhecido que o volume V de um tal 


L 


Figura 7.1: paralelepípedo retângulo de dimensões x, y e z. 


paralelepípedo é dado pela fórmula? V = xyz. Portanto, algebrica- 
mente, nosso problema se resume a maximizar xyz, sob as restrições 


*Para a nomenclatura pertinente à geometria espacial, sugerimos ao leitor a 
referência [10]. 
“Uma discussão interessante sobre cálculo de volumes, onde é em particular 


deduzida a fórmula para o cálculo de volumes de paralelepípedos retângulos, pode 
ser vista em [33]. 
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vyz>0ex+y+z=12. Ora, segue imediatamente de (7.9) que 


pego By 
V = tyz s a a = 64, 
i.e., o volume V é igual a no máximo 64cmł. Sabemos ainda do exem- 
plo 7.7 que o volume será igual a 64cm? (i.e., que teremos a igualdade 
na desigualdade acima) se, e só se, x = y = Z, e, portanto, se, e só se, 
xr = y = z = 4cm. Assim, o paralelepípedo de volume máximo sujeito 
às condições do enunciado é o cubo de aresta 4cm. E 


Antes de enunciar a generalização das desigualdades (7.6), (7.8) e 
(7.9), precisamos da definição a seguir. 


Definição 7.9. Para n > 1 números reais positivos 01,02,...,Gm, 


definimos sua: 
(a) Média aritmética como o número (a + a2 +--+ + an). 
(b) Média geométrica” como o número 4/0102 `- Gn. 


No contexto da definição acima, o que fizemos em (7.6) e nos exem- 


plos 7.6 e 7.7 foi mostrar que as médias aritméticas de dois, três ou | 
quatro reais positivos são sempre maiores ou iguais que as respectivas 
médias geométricas, só havendo igualdade em cada caso quando os - 


números forem todos iguais. Estabelecemos o caso geral no seguinte 
teorema, cuja demonstração pode ser omitida numa primeira leitura. 
Conforme mencionamos anteriormente, a desigualdade (7.10) a seguir 
é conhecida como a desigualdade entre as médias aritmética e geomé- 
trica, ou simplesmente como a desigualdade entre as médias. 


“Talvez o leitor ache útil observarmos que a razão do nome geométrica dado 
ao número em questão se deva ao caso n = 2, quando, para a,b > 0, o número 
Vab e a desigualdade (7.6) realmente encerram significados geométricos — veja O 
problema 4.2.21 do volume 2. No entanto, para n > 3, o adjetivo geométrica carece 
de significado geométrico. 
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Teorema 7.10. Dados n > 1 reais positivos q1,as,...,Gn, Sua mé- 
dia aritmética é sempre maior ou igual que a média geométrica. Em 


ímbolos: 
o Qi + a2 +: + An 


n 
ocorrendo a igualdade se, e só se, maq = a2 == Qn. 


> Vajao ` An, (7.10) 


Prova. Façamos a prova em dois passos. 

Primeiramente, provemos por indução que a desigualdade dese- 
jada é verdadeira sempre que n for uma potência de 2, ocorrendo a 
igualdade se, e só se, a = a2 = +: = Qn. Para tanto, temos de ve- 
rificar o caso inicial n = 2 (o que já foi feito ao longo da discussão 
que estabeleceu (7.6)), formular a hipótese de indução (para n = 2, 
digamos) e executar o passo de indução (deduzir o caso n = 2+! à 
partir do caso n = 21). Mas desde que 21t! = 2 . 21, basta supormos 
que a desigualdade seja verdadeira para quaisquer k reais positivos, 
com igualdade se, e só se, os k números forem todos iguais, e deduzir 
a partir daí que ela também será verdadeira para quaisquer 2k reais 
positivos, com igualdade novamente se, e só se, todos os números fo- 
rem iguais. Para estabelecer esse fato, considere os 2k reais positivos 


01,092, ..., 2k. Então: 


IV 


(4/01 RR mm VÃO RE 9%) 


DO | pa 
Q 
“o 
] 
N| = NIe 
zj] — 
Je 
o 
fo. 
+ 
x| — 
Q 
> 
+ 
Q 


` A1... Ok Fakt- - Ok 
2k 
V O... Apkdk41 +. A2k- 
Para haver igualdade, devemos ter igualdade em todas as passagens. 


Então, deve ser 


ai + + ak 
k 


kt Teto + Ak 


= VM... > = ap --- Qok 


k 
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4/01 -Qk Gps + <= GO ; E 
SO Ss = 4/01... 0kN/Gk41 -= AD. 


Para as duas primeiras igualdades, devemos ter por hipótese que a, 
= Qk € Qu = = Qk. Por fim, a última igualdade ocorre 


se, e SÓ se, a ...dk = Yap --. Gp, € esta condição, juntamente 


com as duas anteriores, implica que devemos ter q = --- = q, = 
(Mid EA É também evidente que, se os números forem todos 
iguais, então a igualdade ocorre (verifique!). Logo, por indução temos 
(7.10) verdadeira, com a condição para a igualdade dada no enunciado, 
sempre que n for uma potência de 2. 

Provemos agora, por indução forte, que a desigualdade é verdadeira 
em geral, ocorrendo a igualdade se, e só se, os números forem todos 
iguais. Para tanto, seja n > 1 natural e q4,a2,...,an reais positivos 
dados. Tome k € N tal que 2* > n. Aplicando a desigualdade entre 
as médias aos n números ay,as,...,n, juntamente com 2º — n cópias 
do número a = «/ajas... Gn (totalizando n + (2º — n) = 28 números), 
obtemos 


do O a. 2 
Dk 


IV 


k 
Qi -An qr 
2% k ok, k 
Vara mne va =a. 


A partir daí, segue que a, +as+---+an+(2º — n)a > 2*a ou, ainda, 


| 


aitaa t se da 
A a H N... An. 
n 


Para haver igualdade, segue da primeira parte que a, = q) =- = 


An =a =": = a. Em particular, todos os números a1, a2,...,đn 


devem ser iguais. Finalmente, é fácil ver que se esses números forem 


todos iguais, então haverá igualdade. É 


O corolário a seguir generaliza o item (b) do exemplo 7.4. Para 


uma prova alternativa do mesmo, veja o problema 22, página 176. 
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Corolário 7.11. Para n > 1 reais positivos q4,a2,...,Qn, temos 
1 E 1 5 
(a taste tan) Sai n, (7.11) 
| ai dg Un | 
ocorrendo a igualdade se, e só se, a = q9="""= GQ. 


Prova. Aplicando duas vezes a desigualdade entre as médias, temos 


| 1 li 1 
(a tat e tan) HHHMH 
Ai dg Um 


Para haver a igualdade, devemos ter a +as+---+Ha, = NnYVmas * ` an, 
donde a = a, =---= an. Reciprocamente, é imediato verificar que se 
todos os números forem iguais, então teremos igualdade em (7.11). E. 


A seguir, ilustramos a utilização da desigualdade entre as médias 
em dois exemplos. 


Exemplo 7.12 (Israel-Hungria). Sejam k e n inteiros positivos, com 
n>1. Prove que 
1 1 1 


FR PR t g 


Prova. Basta ver que 


onde aplicamos a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica 
uma vez. Note que, como os números (kn + j + 1)/(kn + j) são dois 
a dois distintos, não há igualdade, razão do sinal > acima. E 
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Exemplo 7.13 (APMO). Se a, b e c são reais positivos, prove que 
a+b+c 


E l c) 22 1+ — 
(1+5) Rs < g Vabe 


Prova. Desenvolvendo o primeiro membro, obtemos 


b 

(1+5) (145 

| b C 
donde basta mostrarmos que 


| 2 b+c 
oe e qnt (a + ) 


b Ms dE ~ Vabe 


oa C 


a+c b+c a+b 
(1+-)=2+ peo 


Denotando por S o primeiro, membro da expressão acima, segue | 


da desigualdade entre as médias e do corolário tal que 


RR SE 
S=(at+b+e) ma a — 3 
1 E 
=z3la+b+c)|-+3+t7 T OUPO m di 
2 9 1 
a lab At) PR +3 9—3 


Vabe 


Problemas — Seção 7.2 


1. * Generalize o item (a) do exemplo 7.4. Mais precisamente, 


prove que, se x é um número real não nulo, então |z + — 1] > 2, | 


ocorrendo a igualdade se, e só se, |x| = 1. 


Sis > b3 2 
2. Para a,b reais positivos, prove que p tg 2 04 +t b°. 


ocorre a igualdade? 


Quando 
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3. Dados números reais a < b < c, prove que a equação 


Ji 1 1 
T EE 


= 0 
pd xr—b zr-—c 


tem exatamente duas raízes reais e distintas. 


(OBM.) Sejam a,b,c reais positivos dados. Prove que 


(a+b)(a+c)>2 abeta + b+c). 


Dispomos de uma folha de cartolina de 2m por 3m e queremos 
construir com a mesma uma caixa aberta com o maior volume 
possível. Quais devem ser as dimensões da caixa? J ustifique sua 
resposta. 


(Estados Unidos.) Prove que, para todos a,b,c reais positivos, 
tem-se 


1 1 Í II 
E E c I —., 
Pao Proa Cl — abc 


Para os dois problemas a seguir o leitor precisará de um pouco de 
Geometria Euclidiana Plana. Mais precisamente (cf. figura 7.2), 
sendo a = BC, b= ACec- AB os comprimentos dos lados 
de um triângulo ABC, existem x,y,z > 0 tais que a = y + z, 
b=vtzec=r+y: basta tomar £, Y e€ z como sendo iguais 
aos comprimentos dos segmentos determinados sobre os lados 
de ABC pelos pontos de tangência com os mesmos do círculo 
inscrito em ABC (provaremos tais afirmações em detalhe no 
volume 2). No contexto de desigualdades envolvendo os lados a, 
b e c de um triângulo, a substituição dos mesmos respectivamente 
pory+z, v+zez+ y é conhecida como a transformação de 
Ravi. 
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13. (União Soviética.) Sejam a, b e c reais positivos. Prove que 


(ab + ac + be)? > 3abe(a +b + c). 


14. (União Soviética.) Se x,y,z > 0, prove que 


Figura 7.2: a transformação de Ravi. 


15. Sejam a e b reais positivos dados. Prove que 


7. (IMO.) Se a, b, c são os comprimentos dos lados de um triângulo 
) P Ha +0 +È) > (a+b o)”. 
prove que 


abc > (a+b -— c)(b+c-—a)(c+a-— b). 16. Dados reais positivos a, b e c, prove que 


4 4 4 4 4 4 E 
8. Sejam a,b,c os comprimentos dos lados de um triângulo. Prove E t+) r)+c(I+a') 2 Gable”, 


que n 5 o com igualdade se, e só se, |a| = |b| = |e| = 1. 
— + —— + 2h. 
b+c—a c+a—b a+b-c 17. Sejam a1, a2, ...,@n reais positivos dados. Prove que 
9. (Baltic Way.) Sejam a,b,c,d reais positivos dados. Prove que a1 À a2 E a3 E An—1 4 Uie = 
| a @3 Gu An qo. 
a+c b+d e a E 
a+b b+c c+d d+a 18. Sejam n > 1 um inteiro ímpar e q,,42,...,m reais negativos. 
Mostre que 
10. Se 0 < xz Æ 1 en é um inteiro positivo, prove que 
q a a2 +: + an n 
1 — gnt! = < Vad: an, 
i > (2n + 1)r”. 


ocorrendo a igualdade se, e só se, todos os a; forem iguais. 


11. (Inglaterra.) Prove que 3a* + b! > 4aºb, para todos os reais não É 


19. (BMO.) Prove que, para todo n natural, tem-se: 


nulos a e b, ocorrendo a igualdade se, e só se, |a| = |b| e ab > 0. 


(a) (n +1)” > Pnl. 
(b) (n +1) (2n +1)” > 6” (n!}?. 


12. * Prove diretamente, i.e., sem apelar para a desigualdade (7.9), + 
que a? +b? + & > 3abe. É 
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20. (Eslovênia.) Sejam dados z € Rem € N, com z > 0. Prove. 


que 


e(z +12 +2) (z +m- 1) > miatititotm, 


21. (Polônia.) Se £1, £2, ..., Zn SãO reais positivos com soma igual a 
S, prove que 
5 E S dad e” nº 
S—-r S-—xo Sp qe 


com igualdade se, e só se, todos os x; forem iguais. 


22. O propósito deste problema é apresentar uma segunda demons- 
tração da desigualdade (7.11), a qual não faz uso da desigualdade 
(7.10). Para tanto, faça os dois itens a seguir: 


(a) Mostre que 
mn n 


> a; DD =n+3) Fade 


i=1 i=1 i<j NS 


(b) Aplique a desigualdade entre as médias para cada uma das 
parcelas % + % do somatório acima e obtenha (7.11). 
j i | 


23. Prove a desigualdade ponderada entre as médias: sejam 
q1, Q2, ..., An reais positivos e kı, k2, ..., kn inteiros positivos 
com soma dos inversos igual a 1. Prove que | 


af! as? afr 
Te ad E E > mas... On, 
ki k2 kn | 
ocorrendo a igualdade se, e só se, a = a2 = -++ = qn. (Observe 
que ocaso ky = k = -+ = kn = E corresponde à desigualdade 


usual entre as médias aritmética e geométrica.) 
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24; (Romênia. ) Sejam n > 1 inteiro e 0 < ai < a2 < -*- < an reais 
dados. Prove que | 


po. Dê “nono n-—l n—2 
E ga Ga Da CPO A E SR! OA T 
dj do An Qai Q2— Qi Q3 — da An — An—1 
Sob que condições a igualdade ocorre? 


25. (China.) Para a, b e c reais positivos, prove que 


a + ab + Vabc = 
~~~z S 


a+b a+b+c 
2 3 


7.3 A desigualdade de Cauchy 


Ainda como aplicação das ideias da seção anterior, suponha dados 
um inteiro n > 1 e números reais a, &2, a3 € b1, bo, b3, tais que a? +a2 -+ | 
a? = 1 e b} + b2 + b3 = 1. Como ax” + y? > 2|xy| para todos x,y E R, 
ocorrendo a igualdade se, e só se, |x| = |y|, temos 


at + by > jabi], 
až + b5 > |aobo|, (7.12) 
as -+ bg > [agbs], 


ocorrendo a igualdade se, e só se, |a| = |bil, la2| = |bol, |as| = |bs|. 
Somando membro a membro as desigualdades acima, obtemos 


(aj + b3) + (a3 + b3) + (a3 + b3) 
> 2 (|ab| + [a9bs| -+ [azbs|) 


> 2/a1b4 —+ abə + asbs|, 


(a? + az + a2) + (b? + bi; + b3) 


onde na última desigualdade aplicamos a desigualdade triangular para 
três números, (7.3). 
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Portanto, segue dea?+ai+ai=lebi+b;+b;=1 que 
[aib + qob + agbs | < l. 


A igualdade ocorre se, e só se, tivermos igualdade tanto nas três 
desigualdades (7.12) quanto na desigualdade triangular utilizada, i.e., 
se, e só se, |a| = |bi|, |ao| = |b2| e |as| = |bs| e, além disso, abr, azbz, 
azb > 0 ou aibi, aobo, abs < O. Mas é imediato verificar que tais 
condições são equivalentes a ay = bı, a2 = bz e ag = ba. 

Considere agora números reais q1,02,43 € b1, b2,b3 quaisquer, ex- 
ceto pelo fato de que pelo menos um dos números q1,a2,03 e pelo 
menos um dos números b,,bo,bs são não nulos. Para c real positivo, 
defina z; = &,1 < i < 3. Como 


2 2 2 a + as + ag 
prosa Sos 


E a 
temos 
r? + ri +r? = lce qai +a t as. 
Analogamente, sendo y; = # para 1 < i < 3, onde d = /bj + b3 + b5, 


temos y2 + y2 + y2 = 1. Portanto, segue da conclusão do penúltimo | 


parágrafo que 
xy + Zoyo + £3y3| < 1, 


com igualdade se, e só se, x; = y; para 1 < t < 3. 
Substituindo as definições de x; e y; na desigualdade acima e no- 
tando que c,d > 0, concluímos que a desigualdade acima equivale 


al 
[aib e q9b qF azbs| 


cd 
onde c = \/a? +a2 + a2, d = \/b? + b3 + b3. Ademais, há igualdade 


se, € SÓ se, q; 


a. 


Sb; para 1 <i<3 Por fim, note que a última 
desigualdade acima é equivalente a 


laibi + a2b2 + agbs| < cd = 1/a? + as + as b? + b2 + bg. 
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A discussão acima essencialmente estabeleceu, para n = 3, a de- 
sigualdade do teorema a seguir, conhecida como a desigualdade de 
Cauchy. 


Figura 7.3: Augustin Louis Cauchy, um dos maio- 
res matemáticos do século XIX, e talvez da história. 
Cauchy foi um dos precursores no estudo da Aná- 
lise Matemática, área de pesquisa extremamente im- 
portante em matemática superior. Ele também tem 
seu nome associado a muitos resultados de Física- 


Matemática. 
Teorema 7.14 (Cauchy). Sejam n > 1 um inteiro e a1, as, ..., Gn, 
bi, bo, ..., bn números reais dados. Então 


ocorrendo a igualdade se, e só se, os a; e os b; forem respectivamente 
proporcionais, i.e., se, e só se, existir um real não nulo À tal que 


O = Abi, ly = Aba, — ûn = Abp. 


Prova. Se todos os a; ou todos os b; forem iguais a zero, nada há 
a fazer. Senão, a fim de estabelecer (7.13), basta seguir os passos do 
caso particular n = 3 discutido acima, tomando somente o cuidado de, 
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quando conveniente, utilizar (7.4) em vez de (7.3) (veja o problema 2, 
página 182). a 


Daremos outra prova para a desigualdade de Cauchy posterior- 
mente nestas notas, como aplicação da teoria de máximos e mínimos 
de funções quadráticas. Daremos uma interpretação geométrica para, 
a desigualdade de Cauchy para n = 2 na seção 6.3 do volume 2 (cf. 
problema 6.3.2). 

Os dois exemplos a seguir ilustram a utilização da desigualdade de 
Cauchy. 


Exemplo 7.15. Sejam a,b,c números reais dados. Mostre que o sis- 


tema de equações 


3(12 +y? +2) +02 PAE=6 
ax + by + cz = 2 | 


não possui soluções reais x,y, Z. 


Prova. Supondo o contrário, teríamos pela desigualdade de Cauchy 
que 
4 = (ax + by + cz}? < (a +6 + cr +y? 42). 


Assim, sendo u = a? + b° + c? e v = r? +y? + 2º, teríamos u + 3v = 6 
e uv > 4. Neste ponto, a desigualdade entre as médias aritmética e 
“geométrica nos daria | 


=u+30>2vVu-30=2V3uv=2V3-4=443, 


claramente um absurdo. E 


Exemplo 7.16 (Romênia). Sejam z1, £2,..., £n+1 reais positivos tais 
que zı + T2 +: + En = n41. Prove que | 


Ti (Cna = £1) E RR Dald pad = Ta) < 


< Tatl Tati = 11) E POR Dalai = R 
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“Prova. Para 1 < j < n seja yj = £n+1 — zj. Pela desigualdade de 


Cauchy, temos 


VEY de + Zn S Vide H EnV Yi t Un 
= V Ln41V (n41 — 2) + + (n41 =) 


Para uso futuro, registremos o seguinte corolário da desigualdade 
de Cauchy. 


Corolário 7.17. Dados números reais a1, ...,đ@ņ e bı,...,bn, temos 


SU, (7.14) 
j=1 


ocorrendo a igualdade se, e só se, m,...,an € bi,...,bn forem positi- 
vamente proporcionais, i.e., se, e só se, existir um real positivo A, tal 
que a; = Ab; para 1 <i<n. 


Prova. Façamos a prova para n = 3, sendo o caso geral inteiramente 
análogo. Uma vez que ambos os membros de (7.14) são números reais 
não-negativos, basta mostrar que o quadrado do primeiro membro é 
menor ou igual que o quadrado do segundo membro, i.e., que 


2 


ato) Fato) Habr < [4/02 +aZ+az+/b2+b2 + bd 


Desenvolvendo todos os quadrados (a; + b;)?, segue que o quadrado do 
primeiro membro é igual a 


(a; + 204b, + b?) + (as + 2a2b2 + b2) + (as + 2a3bs + b2). 


Analogamente, o quadrado do segundo membro é igual a 


(a? +a} + a2) + 24/a2 + a2 + a24/ b2 + b2 + b2 + (b2 + bi + by). 
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Mas como em ambas as expressões temos a parcela (af + a2 + a2) + 
(b? + b3 + b3), a desigualdade do enunciado é equivalente a 


2(a1b + dəbə Ha agbs ) < 24/ a? FI as e as b? + bs + b2, 


a qual é precisamente a desigualdade de Cauchy. 
A dedução das condições para a igualdade fica a cargo do leitor. E 


Para n = 1 e fazendo ay = a, bı = b, a desigualdade do corolário 


anterior se reduz a v(a F b)? S Va? H vb2, ou, O que é o mesmo, 


ja + b| < |a| + |b|. Por essa razão, a desigualdade (7.14) também é 


conhecida como a desigualdade triangular. 


Problemas — Seção 7.3 


1. Dados números reais x e y tais que 3x + 4y = 12, calcule o menor 
valor possível de z? + y?. 


2. Prove o caso geral (7.13) da desigualdade de Cauchy. 


3. Dados reais positivos ay, a2,..., an, definimos sua média quadrá- 


tica como o número 


aĵ + as + +az 


n 


Prove a desigualdade entre as médias quadrática e aritmética: 


EA A Ha 


n n 


com igualdade se, e só se, ma = ay = --- 
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4. Sejam a1, a2, a3, a4 reais positivos. Prove que 


PETEN 
>, ————>—— >amtad+as+ as, 


O; A; a 
1<i<j<k<4 iT O; + Ok 


ocorrendo a igualdade se, e só se, q = q) = a3 = Q4. 


5. Use a desigualdade de Cauchy para dar uma terceira demons- 
tração da desigualdade (7.11). 


6. (Leningrado.) Dados reais positivos a, b, ce d, prove que 
1 Fa 1 T 4 a 16 a 64 
b c dTa+b+4+c+d 


7. (OIM.) Sejam x, y e z números reais positivos com soma igual 
a 3. Prove que 


3/9 < 22 +3 + 2y +3 + V2z +3 < 3V5. 


Quando a segunda desigualdade vira uma igualdade? 


8. Seja n > 2 inteiro. Prove que 


“4 g + É ++ g < yn(2” — 1). 


9. (União Soviética - adaptado.) Se x,y,z > 0, use a desigualdade 


de Cauchy para provar que 

7a a a Yaga 
2 2 AP 
yY AE £ Y Z 


ocorrendo a igualdade se, e só se, £t = y = Z. 
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10. (APMO.) Sejam a, a2, ..., Qn, b1, b2, ..., bn reais positivos 
dados, tais que a +tas+---+ta,=b+b+---+b,. Mostre 
que 

9 n 
az. 1 
>D >72 A 
a UH 21 
11. (Torneio das Cidades.) Sejam a1, a2,*:* ,Gn reais positivos da- 
dos. Prove que 
a? a? a? 
1+#]({1+2)... (1+2 ] 2 (1+a)(1+a2) (+a). 
Ag a3 ai l 


12. (APMO.) Sejam a,b,c as medidas dos lados de um triângulo. 
Mostre que | 


Va+b-cr+vb+c-a+veta-b< Va+vb+vc 


e explique quando ocorre a igualdade. 


13. Sejam 01,02,...,0n, D1,D92,...,0n, C1,C2,...,Cn reais positivos 
dados. Mostre que 


n n n 


e, akbkCk | < > aj E by ` Ch 
k=1 | 


14. (IMO.) Sejam a, b e c reais positivos tais que abc = 1. Prove 


que 
1 1 1 


3 
EE CD ES E 
Pb+ro a a 2 


7.4 Mais desigualdades 


Esta seção é devotada ao estudo de outras desigualdades elemen- 
tares importantes. A primeira das que apresentaremos remonta os 
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“irmãos Bernoulli?, sendo conhecida como a desigualdade de Ber- 
noulli. Apesar de sua aparente simplicidade, veremos que ela se revela 


bastante útil em aplicações. 


Proposição 7 18 (Bernoulli). Dados n natural e x > —1 real, temos 
(1+) >1+nz, 
ocorrendo a igualdade para n > 1 se, e só se, q = 0. 


Prova. Façamos indução sobre n, sendo o caso n = 1 imediato. Su- 
ponha, por hipótese de indução, que (1+1)* > 1+kzx; como 1+7 > 0, 
temos 


(+r = (1+2) +x) > (1+x)(1+ kz) 
= 1+ (k+1)xz+kr? >1+(k+1)z, 


ocorrendo a igualdade se, e só se, (1 + x)! = 1 + kz e kz? = 0, i.e., se, 
e só se, x = Q. E 


Exemplo 7.19. Dados n natural e a e b reais positivos, mostre que 


n b n 
(1+7) +[1+-) 2r”, 
b a 


ocorrendo a igualdade se, e só se, a = b. 


Prova. Dividindo ambos os membros da desigualdade do enunciado 
por 2”, vemos que basta provar que 
EO 1o bN” 
|l—--+ — l--+— | 22. 
2 Ei 2b ý 2 ii 2a) — 
Como —s a en —s + > > —1, aplicando a desigualdade de 
Bernoulli a cada parcela do primeiro membro acima e somando os 
resultados, obtemos 
RR do bN” a b 
|l—-—-+— l--+— | >2 — + — — 1 
2") * oa) OEN 


“Jacob e Johann Bernoulli, matemáticos suíços do século XVIII. 
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Basta, agora, aplicar a desigualdade entre as médias para obter 


RE T 0 
2b 2 7 o 
com igualdade se, e só se, 5 — = l.e., se, e só se, a = b. E 


A continuação, apresentamos uma desigualdade conhecida na lite- 
ratura como a desigualdade de Chebyshevº. 


Teorema 7.20 (Chebyshev). Se a, as, .. 
números reais tais que 


= An € by, bə, eari ba são 


então 


ocorrendo a igualdade se, e só se, q = q) = --- 


e =b. 


= Q ou by = bə = 


Prova. Temos de mostrar que 


n 


nX aibi =a Da E = 0, 
i=1 | i=1 


=l 


para o quê basta observar que a expressão do primeiro membro é igual 
j n 


n 


S (a; — aj) (b: — b;) > 0 
ij=1 
(uma vez que os a;'s e b;'s são igualmente ordenados). 
Note agora que, sea = a3 = -< - = an OU bi = bo = - - - = bn, então 
haverá igualdade na desigualdade de Chebyshev. Reciprocamente, 


6 Após Pafnuty Chebyshev, matemático russo do século XIX. 
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suponha que temos igualdade em tal desigualdade. Como (a; — a;)(b;— 


bj) > O para todos os índices t, j, para haver igualdade devemos ter 
(a;— a;)(b;—b;) = 0 para todos i, j =1,...,n. Se existisse 1 < k < n 
tal que bk < bem, então bi < -++ < bk < bk1 < -+> < bn, € a condição 
(ai—apg+ı)(bi—bk+1) = O para todo à garante que a; = aķ+ı para i < k. 


Portanto, temos a = a, = --:= ak = Ak41- Por outro lado, a partir 
de (a; — ap) (bi — bk} = O para à > k, concluímos que ap =""" = Gp. 
Logo, todos os a;'s devem ser iguais. E 


O corolário a seguir encerra uma importante consequência da de- 
sigualdade de Chebyshev. 


Corolário 7.21. Se k é um natural e a1, as, ..., an São reais positivos, 
então | 
af pakt. t aë aitis t er Fan k 
n iei EE e cs (7.16) 
n n 


com igualdade se, e só se, todos os a;'s forem iguais. 


Prova. Façamos indução sobre k > 1, sendo (7.16) trivialmente ver- 
dadeira para k = 1 e todos os q, as, ..., an reais positivos. Agora, 
seja | > 1 um natural tal que (7.16) valha para k = | — 1 e todos 


a1, a2,...,@n reais positivos. Dados reais positivos a1, Q2, ..., Qn, 


como ambos os membros da desigualdade que queremos provar são 


invariantes por permutações dos índices 1,2,..., n podemos supor, 
sem perda de generalidade, que a < a, < -> < an. Daí, temos 
o a ai”! e segue da desigualdade de Chebyshev que 


- al > É J Ai z X a 

no "Ind n a ' 
41=1 =]. i=1 

Por outro lado, a hipótese de indução fornece 


a 1 


Lens [1x ” 
An Tm) o 


1=1 


~ megt 
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e combinando essas duas desigualdades obtemos 


i=1 i=1 
conforme desejado. Por fim, a condição de igualdade é óbvia a partir 
condição de igualdade na desigualdade de Chebyshev. a 


No que segue, colecionamos algumas aplicações interessantes da 
desigualdade de Chebyshev. 


Exemplo 7.22 (Polônia). Sejam a,as»,. 
soma s. Prove que 


a a a n 
dé 2 END pes 


S— ûn 


S—@) S=? 
Prova. Suponhamos, sem perda de generalidade, que a, < as < eo < 
an. Então s — a > s — az > +- > 8s — an. Como s — a; > O para todo 


i, segue que — < — <... < =—. Portanto, pela desigualdade 


s—a@a1] — s—a2 — — s— 


de Chebyshev temos 


E (7.17) 
-09 PE 
ni s- ai; 
Mas, pelo corolário 7.11, temos 
De-a) (DV) zu 
cê — da O 
j=l i=l 
ou, ainda, 
= 1 n? 
mae a .1 
D tao T 


Por fim, combinando as desigualdades (7.17) e (7.18) chegamos à de- 
sigualdade desejada. E 


..,@n reais positivos com 


Exemplo 7.23 (Turquia). Sejam n > 1 inteiro e z1, %2,. 
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.. , Zn reais 
positivos tais que }`;_; x; = 1. Encontre o valor mínimo da expressão 


E 5 


E» E 

NEGRO OR 

Es mto tE+o + 

onde o circunflexo sobre x; indica que o denominador da i—ésima 
parcela contém todos os reais 11, £2, ..., Zn, à exceção de zi. 


Prova. Seja s a soma dos x;'s e suponha, sem perda de generalidade, 


e 1 1 
que Tı <m Se S Tn Edo SS nte SE 


— S—Ln ` 


A expressão a ser minimizada pode ser escrita como 


n 
1 
5=5)— a, 
S— Li 
4=1 


de modo que, aplicando a desigualdade de Chebyshev duas vezes, jun- 
tamente com a desigualdade entre as médias quadrática e aritmética 


e o corolário 7.11, obtemos 


life 4 
A DD 


IV 


[V 
So) o 


IV 
Sol tm 
E o Sa o 
bas 
VA) 
ES a 
9 | 
| As 
Nai 
X 
M= 
So 
N 
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1 


Para garantirmos que —-— é o menor valor possível, devemos 


n2(n—1) 
mostrar que ele sempre é atingido. Para tanto basta vermos que, como 
> 7427 = 1, a condição de igualdade na desigualdade de Chebyshev 
impõe que seja zı === = E e com tais valores todas as 


desigualdades utilizadas se tornam igualdades. Ei 


A próxima desigualdade que apresentamos é conhecida como a de- 
sigualdade do rearranjo. 


Proposição 7.24. Sejam a) < a, <--- < an reais positivos dados. Se 
(£1, %92,...,%n) é uma permutação qualquer de (a1, a2, ..., an), então 
n—1 n—l n—l 
> ani < > ax; < > ai, 
i=1 i=1 i=1 
ocorrendo a igualdade na primeira (resp. segunda) desigualdade acima 
se, € só se, £i = Qn-i; (resp. xi = a;) para 1 <i <n. 


Prova. Mostremos como maximizar a soma @1%ı + a£ + ` `- + anTn, 
sendo o raciocínio para minimizá-la totalmente análogo. 

Como o número de permutações (z1, £2, . . . , Zn) dos a;’s é finito, há 
pelo menos uma delas que maximiza a soma @1£ı + aox2 + ` ` © + AL. 
Se (by, bo, ...,bn) é uma tal permutação, queremos mostrar que b; = a; 
para 1 < i < n, e para tanto basta mostrarmos que deve ser bı < bz < 
---< bn. Suponha o contrário, i.e., que existam índices 1 < j tais que 


bi > bj. Defina a permutação (b4,b5,...,b,) dos a;'s pondo 
be, se k£1,9 
bi= ba Se BR 
b;, se k=1 
Então | | 


>. a;b, — > a;b; - (a;b, T ajb) == (aibi F ajb;) 


(a;b; + ajbi) = (aibi + a;b;) 
= (ai = a;)(b; ne b;) > 0; 
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“Isso é o mesmo que 


aib, + ab, +--+ anbi, > aibi + azb + -+ anda, 


o que por sua vez contraria o fato de que a permutação (b1, b2,..., bn) 
dos a;'s maximiza a soma @1£ı + asxo + --- + a,zn máximo. Logo, 
bi < ba <- < bn.. E 


Exemplo 7.25. Dados a, b e c reais positivos, mostre que: 
(a) aè +b + @ > ab+ble+ca. 
Uin Saad 


Prova. 
(a) Suponha, sem perda de generalidade, que a < b < c. Uma aplica- 
ção direta da desigualdade do rearranjo nos dá | 


ettre=aart.bro-c>a-brb.cteé.a. 


(b) Podemos novamente supor, sem perda de generalidade, que a < 
b< c. À desigualdade a ser provada é equivalente a 


abc + able + abc? < (ab)? + (be)? + (ca)? 


Mas a < b < c implica em ab < ac < be. Portanto, aplicando a 
desigualdade do rearranjo, obtemos 


abc + able + abe” = ab-actab-be+ac-be < (ab)? + (be)? + (ca). E 


Uma ideia muito útil em certos tipos de problemas de desigualda- 
des é tentar utilizar um argumento similar ao apresentado na prova da 
desigualdade do rearranjo como técnica de argumentação. Colocamos 
tal ideia em prática no exemplo a seguir. 
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Exemplo 7.26 (Taiwan). Seja n > 2 inteiro. Calcule o maior valor Levando em conta a definição dos y;'s, temos então que 


possível da expressão pô 
| AE = ` DL + Ln) (Ti + En-1 + Zn) 
>o TD, E mo, = 
ISi<j<n | — n—2 m=i 
e > LiLln—1 (Li + Ln-1) — >D LiLn(Li + Ln) 
sobre todas as sequências (x1,%2,...,%n) de reais positivos tais que i=l A 
e Lı HTa t'et En = l. 
| n—2 
| Solução. Denote = > la; (En-1 + Tn)(£i + Eno + £n) — E a E 
E i=1 
| —Tiln(Ti + Tn)] — En-1£n(Tn-1 + Zn) 
Elm. En) = > amj(m +) no 
I<i<j<n E 
= ` LUi nei = Tn—1Tn (Zn-1 F Ta) 
i=1 


e observe que, sem perda de generalidade, podemos supor zı > --. > 


= Ln-1Ln(2£1 +--+ 2n — Lro — L£, ). 
£n > O. Mostremos que n—1Tn (221 n—2 n—2 n) 


Mas, como T1 219 > +: > Ln È Qen > 3, segue que 


AOLE E E a OE E (7.19) 


amiT eF na A a + a a 


Para tanto, ponha y; = x; para 1 < j < n — 1l, Yn-1 = + Tn, = pim tri q = faez O 
Yn = 0 e note que yı +Y2+::*+Yn = 1. Por simplicidade de notação, 


denotando por AEF a diferença 


o que por sua vez estabelece (7.19). 


4 Assim, para maximizar E(x,,...,7n) podemos nos restringir às 
| É sequências (z1, £2,..., 2n) nas quais x, = 0. Repetindo o raciocínio 
AE = EU Yn) — E(T1, En), acima várias vezes, concluímos Imi E 
; que para maximizar E(£1, £2,..., £n) 
podemos supor que x; = O para i > 2. Mas, como a operação acima 
obtemos a ) a 
É descrita não muda a soma dos x;'s, concluímos que basta maximizar 
n—2 À a expressão z1z2(£1 + £2), onde z1, £3 > 0 e zi + £o = 1, o que é 
AE = X = YiyjlYi + Yj) + > Win (Yi + Yn-1) É imediato: 
I<i<j<n—2 i=1 T 


Li + Xo ; 1 


= | Tıta(£1 + T2) = tiz < | —— | = +. 
+$ Miyati tun) Š izleta) | 2 4 
i=1 1<i<j<n-2 | Logo, 
|] 1 
+ >. TiUn- (Ti; + Yn-1) — DO TaS) | E(z1,..., £n) < E(1/2,1/2,0,...,0) = Ż. mi 
1<i<j<n—2 1<i<j<n—1 J 4 
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Nossa última desigualdade é devida ao matemático norueguês do 
século XIX N. H. Abel, sendo conhecida como a desigualdade de 


Abel. 


Teorema 7.27 (Abel). Sejam n > 1 natural e q, a2, 


bə, | bn números reais dados, com q 2 az 2 > an > 0. Se 
M e m denotam, respectivamente, os elementos máximo e mínimo do 
conjunto de somas {b1, bi + bo,...,bi + b2 +++ + bn}, então 

mas < abı + God + ec + AnDn < Ma. 


Prova. Provemos a desigualdade da direita, sendo a prova da desi- 


gualdade da esquerda totalmente análoga. 


Faça so = 0 e s; = bı +-+- +b; para 1 <i < n. Então 


n n—l 
as Sici) == > Aisi — > Qi+isi 
i=1 i=0 


a; — qi) + Man = Mas. E 
Para referência futura, observamos que, nas notações da prova do 


teorema acima, a igualdade 


p3 a;b; -Fu Ro Qi+1)S; + Ann 


=1 
é conhecida como a acids de Abel, Po quase tão útil quanto 
a desigualdade de Abel em si. 

Terminemos esta seção apresentando uma belíssima aplicação da 
desigualdade de Abel, na qual utilizaremos também o fato de que 
todo conjunto com k elementos possui exatamente 2* subconjuntos 
distintos. Para uma prova deste último fato, referimos o leitor ao 
problema 22, página 139, ou, ainda, ao teorema 1.12 do volume 4. 


3 An, bı, à 


(7.20) 
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Exemplo 7.28 (Romênia). Faça os seguintes itens: 


(a) Sejam n > 1 inteiro e x4,... 
que Tiyi < T2Y2 < ``: 


Tn, Y1; ---, Yn reais positivos tais 
< ZnYn €, para 1 < k < n, tit: + Ep 


Yı +--+ Yk. Prove que 
1 1 1 1 
Rd o a a a a = 
Tı do Tn yı Y2 Yn 


(b) Se A = {a1,a2,..., an} é um conjunto de inteiros positivos, tal 
que dois quaisquer de seus subconjuntos têm somas de elementos 
distintas, prove que 

1 l l 


— + — +e + <2., 
1 Og An 


Prova. 


(a) Inicialmente, observe que 


E Yi 
= a po ni 
Por outro lado, a condição xı + ---+ax, >wW+--+y para 
] < k < n pode ser escrita como 
C a ml 
para 1 < k < n. Assim, fazendo a; = A e b; = t;— y; paral <i< n, 
temos a > a2 > +- > An > 0, bi +: +b; > 0 e “UU = a;bi, para 


LU E 


Aplicando a desigualdade de Abel a (7.21), obtemos então 
5; oz o i RU Ra 1 0 


ei 
Quer para 1 < k < n. A hipótese feita sobre o 


(b) Suponhamos, sem perda de generalidade, que ay < ao < -- 
e seja Bk = {@1,... 
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3. Sejam a,b,c reais positivos. Prove que 


1 1 = 
Bag EE e l 
aTa a abs co 


conjunto A garante que todos os 2% — 1 subconjuntos não-vazios de B, 
têm somas distintas de elementos. Mas, como cada uma dessas somas 


é um número natural e a, + --- + a; é a maior delas, concluímos que ` 
dE ag Mao 4. (OIM.) Encontre todas as soluções reais positivas do sistema de 
equações 


| 2k — 1=28492)4...428-1 temos que | 
Observando, agora, que | q Lı + £2 +- + £ig94 = 1994 


44 m4 E E 3 
Sor o E TEE Tri + Ligg = T] +T +: + Liga 


para 1 < k < n. Por outro lado, é óbvio que 5. Sejam dı, a2, a3, Q4 reais positivos. Prove que 
ps =z i ) 


3 3 3 
a; + q; + aj 
j E. 2 2 
=i P 
dd as a Ds >. a a Pes 


1<i<j<k<4 

de modo que a desigualdade do item (a) fornece. | a ocorrendo a igualdade se, e só se, q = a) = a3 = qu. 
1 PE MOR a E EOE li P = d 6. Sejam n > 1 inteiro e a1, a2,..., an, b1, b2,...,bn reais dados, 
q q Oa 20 ADE gra 1 com a < a2 < ++- < an e bi < ba < -+ < bn. Se ài <A < 


, D i d "+ < An são reais positivos com soma igual a 1, prove que 
Para uma outra prova do item (b) do exemplo acima, veja o exem- 1 


plo 3.18 do volume 4. | S Aja; > Aid; | < o Aid; 
| i=1 i=1 ns 


e dê condições necessárias e suficientes para a igualdade. A que 
Problemas — Seção 7.4 | caso particular corresponde a desigualdade de Chebyshev? 


LP EN, prove que T. Sejam a,b,c,d reais não negativos tais que ab-+bc+ cd + da = 1. 
. Paran , pr | 


Prove que 
1\” o | as b’ c? d’ 1 
1 + j <| 1+ aail i | T za E = 
| | btc+d atc+d atbtd a+b+¢c73 
mM ant | 8. Para a,b,c reais positivos e n € N, prove que 
2. (Estados Unidos.) Para m, n naturais, seja a = o. | Regio DOR VO prove q 
Prove que a” pr c” a”! + prol 4 = 


+ + > 
a” +a >m” +n”. b+c a+c a+b 2 
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9. Sejam x, y e z reais positivos tais que xyz = 1. Prove que 


r? y’ 28 


Trio" Grao! raro O 


|O 


10. (Índia.) Sejam n > 1 inteiro e z1, £2, .-., Un reais positivos da- 
dos, com soma igual a 1. Prove que 


11. (Eslovênia.) Dados 2n reais positivos a1, a2,...,42n, COMO deve- 
mos arranjá-los em pares de modo que a soma dos n produtos 
dos números de cada par seja máxima? 


12. (IMO.) Seja (ak)x>ı uma sequência de inteiros positivos dois a 
dois distintos. Prove que, para todo n € N, temos 


13. Faça os seguintes itens: 


£L+Y 


(a) Se x < y são reais positivos dados e a = S+, 


alx +y -— a) > ty. 


prove que 
(b) Use o item (a) para fornecer uma outra prova da desigual- 
dade entre as médias aritmética e geométrica. 


14. (Torneio das Cidades.) Sejam a1, a2,..-,a@ņ reais positivos da- 
dos. Prove que | 


+ 0) (148 wi > T+ ) 
dr poea . > o meea a : 
Ag a3 a / i 
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15. (Taiwan.) Sejam n > 3 inteiro e £1, £3, .. 


Lan ., Zn reais não nega- 
tivos cuja soma é igual a 1. Prove que: 


2 2 2 4 
dy T2 F Lo L3 T L3 £4 + e + Liz) <—, 


Zi 


16. Se a, b, ce d são reais não-negativos tais quea<l,a+b<os, 


atb+ec<1l4eatb+c+d< 30, use a desigualdade de Abel 
para provar que 


vVa+vb+vc+vd<10. 


17. Sejam a;,b; números reais tais que q, > q) > -.- > mw >0e 
bı > 01,bbo > ajaz, ..., bibo... bn > ajas.. . ân. Mostre que 


E EEE E EEE 
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CAPÍTULO 8 


Soluções e Sugestões 


Seção 1.1 


1. Escreva ý = 5 = r, obtendo a = br, c = dr e, em seguida, a + c = 


r(b + d). 


Seja x = 0,0142903... e suponha que a sequência (a1,02,03,...) seja 
periódica, como em (1.3), digamos. Se y € N é o inteiro com represen- 
tação decimal bıb2... bp, conclua, a partir daí, que 104?x = y+10'z, 


de sorte que x = um número racional. Reciprocamente, 


IONP=I0? 
seja z = > coma,be Ne0O<ax<b. Se yk E N é o inteiro com 
representação decimal a1a2...aķ, use o algoritmo da divisão para 
concluir que 10*a = by, + rk, com O < rę < b. Em seguida, use o 
fato de que só há um número finito de possibilidades para rp para 
concluir pela existência de naturais l e p, tais que rp = 71. À partir 
daí, conclua que a sequência (a1,a2,a3,...) é da forma (1.3), com 


bi = q141, b2 = 0142, -.., dp = Al+p- 
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a 


3. Imite a prova da unicidade do inverso aditivo, trocando + por «e 0. 


Seção 1.2 


Soluções e Sugestões 


por 1. 


Comece observando que 0 = 0-a=(1+(-1))a = 1-a + (— Da = 
a + (—1)a; em seguida, use a unicidade do inverso aditivo. 


Dentre as representações decimais acima, a única que nao corres- 


ponde a um número racional é a do item (d); para provar essa última 


afirmação fato, observe que, na representação decimal em questão, . 


aparecerão sequências arbitrariamente longas de zeros. Para escrever 
as representações dos itens (a), (b) e (c) como frações irredutíveis, 


siga os passos delineados na sugestão ao Problema 2. 


1. Para os itens (b) e (c), utilize (7) e (a); o item (g) decorre dos itens 


(b) e (c). 


AD DS E E E. 
Comece mostrando que 5—3 +3757? 5 


. . a+1 a+2 
Avalie a diferença Ti =: 
Sendo S a soma dos dez números em questão, mostre que 4S pode 
ser escrito como uma soma de dez números reais, cada um dos quais 


igual à soma de quatro dos dez números dados. 


Argumente amono exemplo 1.4, utilizando o fato de que 31 < DAE 
eals er: 


. n n Ed 
Para os itens (a) e (b), comece observando que a” < b” se, e só se, 


(2) < 1; em seguida, aplique o resultado do corolário 1.3. Quanto a 


n 
(c), comece observando que a” +b” < (a+ b)” se, e só se, (545) + 


(5). < 1; em seguida, aplique o resultado do corolário 1.3. 
a 


Use o fato de que a? < c- a° e b3 < c-b? e em seguida, aplique O 
teorema de Pitágoras — cf. item (c) da proposição 4.9 do volume 3. 


E] 
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8. A desigualdade do enunciado equivale a Eu F ($y F ( 2)” > 2. Esta 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


T. T 
última desigualdade é trivial para n = 1 ou n = 2; para n > 3, aplique 


o item (b) do corolário 1.3 para concluir que (5)" > En p 


Comece observando que, se a > 4, então 0 < Loto < tata sl 
de sorte que 1 + 5 + E não pode ser inteiro. 


Se a > 5 é inteiro, mostre que 4(a — 4) > a; conclua, a partir daí, que 
não é vantajoso termos parcelas maiores que 5. Em seguida, operando 
trocas semelhantes, descarte parcelas iguais a 4 ou 5. Por fim, mostre, 
de maneira análoga, que é mais vantajoso termos mais parcelas iguais 
a 3 que parcelas iguais a 2. | 


Sendo a o algarismo inicial, conclua inicialmente que existem inteiros 
não negativos k e l tais que a : 10% < 2” <(a+1)-108 e a- 10t < 
5” < (a+1)- 10; em seguida, multiplique essas duas desigualdades 
membro a membro. 


Suponha que as três desigualdades do enunciado são verdadeiras; a 
segunda delas implica (a — d)(c—b) < 0, de sorte que a primeira delas 
fornece a — d < 0 < c— b. Use, agora, a terceira desigualdade para 
obter ad(c — b) < be(a — d) e, do que fizemos anteriormente, deduzir 
uma contradição. 


Adapte a demonstração do corolário em questão. 


Para o item (a), observe que 


Para os demais itens, argumente de modo análogo. 


Considere separadamente os casos Mm < n, m =n e m > n, aplicando 
convenientemente o item (b) do problema anterior em cada um deles. 


weal = ER NE S E 
Se b= 2ra em makk h entao CC 
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Seção 1.5 


17. Sen = 2k, com k E N, escreva r” = Ca e, em seguida, aplique a 


item (g) da proposição 1.2. O caso em que n é fmpar pode ser tratado l 
1. Para o item (a), suponha, por contradição, que a > 0. Então, pela 


analogamente. i i 
propriedade Arquimediana, podemos escolher n € N tal que n > | 
um absurdo. Para o item (b), escolha n € N tal que n > œ. É 
Seção 1.3 
o | “E 2. Para o it | 
E 2. Para o item (a), por exemplo, mostre que ( yzy)” = zye (Yyy = f RS (b), suponha que r1,..., fn E (a,b) NQ, com m4,...,rn 
V 4 dois a dois distintos. Se r = min{r1,..., fn}, então r € (a,b) NQ e 


ry; em seguida, use a unicidade da raiz n—ésima. f o; 
E. pelo item (a), podemos temos a < er < r. Fazendo r,41 = apr 

temos então | 
par tão que 71,...,Tn;Tn+1 E (a,b) NQ, com ry,...,Tn Tra 
ois a dois distintos. Por fim, argumente com números irracionais de 


maneira análoga, utilizando a segunda parte do item (a). 


3. Por contraposição!, mostre que, se b Æ 0, então r é racional. 


4. Reduza este problema ao anterior. 


5. Argumente por contraposição. | : E l 3. Para o item (a), suponha que temos a validade do resultado quando 
+ a > 0. Seb<Oentão-b>0€e j 
| | I E > 0 e, por (a), existem r E Q ea € 
6. Se ab Æ 0, desenvolva (a + bv'2)? = (—cv3)? para concluir que V2- 1 R \ Q tais que r,a € (—b, —a). Portanto, —r,—a € (a,b), com —r € 
seria racional, o que é um absurdo. Portanto, ab = 0 e, daí, a = 0 ou | Qe-aeRVQ. Sea <0 < b, mostre que Ea a: O 
b= 0. Aplique, então, o resultado do Problema 3. | resultado que supomos conhecido ao intervalo (0,b). Para o item (b) 
PE | use a e a Arquimediana dos naturais para obter n € N tal 
a ão SE j q 2 
7. Por FONTAS, duas que E Di com a e í naturais primos - | que n > 5 Por fim, quanto a (c), comece usando a propriedade 
entre si, de maneira que 2bº = a”. A partir dessa igualdade, mostre $ Arquimediana para garantir a existência de m € N tal que 2 >b 
, / p CÃO. ] i 3 : n 
que a é par e, daí, que b é par, chegando a uma contradição | (resp. my2 > b); em seguida, mostre que se m for o menor natural 


satisfazendo tal condiçã ã (m—1)v'2 
8. Imite a sugestão do problema anterior, trocando 2 por p. ao nao de n E (a,b). 


!'Uma proposição da forma A > B (i.e., Se A, então B) pode ser provada de | | 4. Adapte os itens (b) e (c) do problema anterior ao caso presente 
forma direta, por contraposição ou por contradição. No primeiro caso, assumimos 4 i 
a veracidade da asserção A e deduzimos a veracidade da asserção B diretamente; 
to: no segundo caso, assumimos que a asserção B é falsa e deduzimos, diretamente, 
Ro que a asserção A também é falsa; por fim, no terceiro caso, assumimos que a 
asserção A é verdadeira e a asserção B é falsa e deduzimos diretamente, a partir 
daí, uma contradição (i.e., deduzimos que uma asserção obviamente falsa deveria 
ser verdadeira, o que é impossível de ocorrer). Para uma revisão mais ampla 


1 sobre Lógica e métodos de demonstração, sugerimos ao leitor uma das excelentes į É Adssisá ds: d ao 
referências [14] ou [42]. l i p prova da proposição 1.16 ao caso presente. 


ð. Use o item (b) do Problema 3. 


6. Use o exemplo 1.13, juntamente com a proposição 1.14. 
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Seção 2.1 


1. Para (a), basta desenvolver o segundo membro, obtendo 


(x—y)(£ +y) =u(z+y) — yle +) 
= (x? + xy) — (zy + 4°) 


2a ei 
Quanto a (b), temos 


(x+y) = (x +y)(z +y) = zz +y) ylz +y) 
= (x? + xy) + (zy + y?) = g? + 2y + y?. 


Por fim (c) é também obtido desenvolvendo o segundo membro, o que a l 


deixamos a cargo do leitor. 


2. Basta observar que 


m n p m? + nº + p? 
np mp mn o Mnp 
T E D) 


mnp 


A condição do enunciado, juntamente com o item (a) da proposição - | 


2.1, fornece 


(o) E = o bi — a)? — la(1 — b)]* = 0 


eba-a)-a(1-bIb(A-a)+Ha(1—-b)=0 
o (b — a)(a + b — 2ab) = 0. 


Mas, como a + b, segue que a + b = 2ab. Daí, obtemos 


1 1 atb Zab 


a b ab “ab o 
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4. Aplicando sucessivamente os itens (b) e (a) da proposição 2.1, obte- 


mos 


29 

Do N E 
(Vz — /v2+2/%y (x — 2TH + y) + 2,/Ty 
r -y (uoyla+y) voy 


Aiku) aty) g? 


5. Aplicando o item (a) da proposição 2.1, obtemos 


(x? Ee y? ai ae je n (x? o y’ T aae o 


y3 dj 23 
rpgs) (z? — y? >) + y? + 2) + (ré — é — 25] 


yo + 28 
Rs e A 
(à ds A 


Como ab = 1 & Ł = b & ł = a, temos que 


Gti. evt a 

a2 — b? o at “a2-b? 

onde utilizamos o item (a) da proposição 2.1 na penúltima igualdade 
acima. 


= 


. Temos (y — x)(y + x) = 192, com y — x e y + zx inteiros tais que 


0<y—zxr<y+rzxr. Portanto, a única possibilidade é que tenhamos 
y— x = l ey+rzx{= 361, de forma que y = 181 e xz = 180. 


. Uma aplicação judiciosa do item (b) da proposição 2.1 nos dá 


at +b = (a? + b°) — 202º = [(a + b)? — 2abl? — 2(ab)º 


— (m? == 2n)” — M? = mf — Amtn + I2. 


. Segue do item (c) da proposição 2.1 que 


aê + bÊ = (02) + (b?) = (a? + ba! — aébé + 0$) 
= (af + bt) — ab? = (a? + 6º)? — 3a2b? 
=1-3(ab), 
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10. 


11. 


12. 


13. 
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1-3(ab)2 _ abrbê 


de sorte que sie = quado — L “14. Aplicando o item (a) do problema 12 duas vezes, obtemos 


1 = 242-V3 _2+vV2-v3 
2+v2+V3 (2+Vv22-(vV3)2  3+4v2 
(2+ v2 — V3)(3 — 4v2) 
E — (4V2)? 


= +/2- V3)(3- 442). 


Observe que 
(ac + bd)? + (ad — bc)? = 

= (a° + 2acbd + bd’) + (ad? — 2adbe + bic?) 

=a (e rd) + (d+ e) = (a? +l +d?). 
Somando 1 a ambos os membros da igualdade, obtemos 
15. Note primeiro que, para todo x real, tem-se z? +3 = z3 + (V3) = 
l (x + Y3)(x? — 23 + V9). Fazendo x = v2, obtemos 
a pa y > 1, a única possibilidade viável é que tenhamos $ II 43 = (v2 E V3)(2 E Bs V9). 


11° = 121 = z +y + zy +1 = (x+ 1)(y +1). 


p isa; dote cá 21 Va Vi Portanto, 
ara o item segue do item a proposição com yz e 1 
no lugar de x e y, respectivamente, obtemos ; ] Í l = 2 — V2. Y3+ V9 
i Te | i V2 + V3 3 + 2V2 
e a (iai l Daga EN G 
EEJ VEE vDlVEr A) d — DT ad 
T T I 
- ta SA d = (8-2/D2-v3-V5+ 49) 
Quanto a (b), aplicando o item (c) da proposição 2.1, com x e %y | , 16. Basta substituir y + z = =z, t +z = —y e xz +y = —z. Em (a), 
no lugar de x e y, respectivamente, e observando que (4x)? = Vz? e | obtemos 
(Yx)º = x (e analogamente para y), obtemos d A y? Ze q? y? A 
| l — + t lH 
1 YF ye + VP l UE LEER EU demo E E) 
Yr 3y 3Y (ri SYV 2 La Vy2) | > Analogamente, GT “E a T Ga —3. 
V2? F YTY + VY | | 17. Aplicando o item (a) da proposição 2.1 sucessivas vezes, obtemos 
ai T—y | | a64 — bêt = (024 b2) (a3? — 63) 
Por fim, (c) segue, imediatamente, de (b). | = (a2 + 42) (al + b10)(al6 — 418) 
Pelo item (a) do problema anterior, temos | | | | | — (02 + b3?) (a!® + b!6) (a8 + b8) (a8 — b8) 
a E E 2 (21º 1 = (08 4 a 4 BI a + 8) (at + bat — 68 
vn+tl+vn o vn+l+vn 2yn vn | — (032 + b3?) (a!® + 618)... (a? +b?) (a? — b?) 

A outra desigualdade pode ser provada de modo análogo. | = (a? + 6) (at? + bê)... (a? + b°) (a + b)(a — b), 
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de sorte que 


64 
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o p64 


18. Para o item (a), basta ver que 


(= bla ag T aa A aS 
= ga pa bpa po pea A 
—b(a"! + ar br ar + H ab”? 4 rod) 
= (atra ba prod pa 
aa pags DA prada pen pano 


= a-b”. 


Quanto a (b), observe que a alternância de sinais faz sentido exata- 


mente porque n é ímpar: 
adro) (O sa Aba De abe gebat] 
z ala7! a cao on pr-2 4 pr 1) 
+b(a”7t — a”™?b + PSP... ara pr-1) 
= (qt abr ar 2... — apro? + abr) 
+ ar pr pega EA b”) 
= a Aob 


19. Mais geralmente, fatoremos x” +4y*”, onde n € N, usando a fórmula. 


para o quadrado de uma soma como inspiração: 


gír E Ay” =: 


( 
| 
( 
(a 


de o nda 


EE a DU | Dana 


T£ 


T£ 


2N He Iy ny” =s y y 
RD S E E 


20. Segue do exemplo 2.8 quer 


atb =a HR Flata Foote: 


2 42a +D). 


2 


22. 
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Agora, como (a +b) + (a+c) + (b+c) = 2(a +b + c), o qual é um 
número par, temos que ao menos um dentre a+b, a+c ou b+c é par, 
de maneira que 3(a + b)(a + c)(b + c) é um múltiplo de 6. Portanto, 
Gl(arb+ro e6|(atb+ro 
e 6 | Ja’ +3 + +3(a + b)(la +c) (b+ o)l 
& 6 | (a +53 +). 
Apresentemos duas soluções diferentes, cada uma usando um produto 
notável. Primeiro, 
a+b+c=0 > (a+b) = (—0)’ 
=> a? +b? + 3ab(a +b) = -c 
=> a? +b +3ab(—¢) = -2 
=> atire -— 3abc = 0, 
exatamente a identidade desejada. Outra possibilidade é utilizar o 
produto notável do exemplo 2.8: 
a+b+c=0 > (a+b+c)=0 
> a+b + +3a+b)(a+e)(b+ce) = 0. 
Mas de a +b +c = 0, temos a +b = —c, a + c = —b, b+ c = ~a, e daí 
3la +b) (a + c) (b + c) = 3(—c)(—b)(—a) = —3abe. 


Como a + va? — b > a — va? — b, ambos os membros da igualdade 
desejada são reais não negativos, de sorte que basta mostrarmos que 
seus quadrados são iguais, i.e., que 


Z E ER 
GE pA a. b a a a b 
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o que é imediato verificar. 
23. Escrevendo E — E = 7 + e operando as adições de frações de 
ambos os membros, concluímos que x(x + y + z) = —yz ou, ainda, 
EE ER Argumentando analogamente, obtemos 
P=p=2-- ai A 
É ha Ri pa 
De x? = y?, obtemos x = y ou x = —y; mas, como x+y Æ 0, devemos 
ter x = y. Analogamente, x = z e, daí, a igualdade do enunciado se 
reduz a + = 3, o que é, obviamente, impossível. 
24. Fazendo x = z, y= — Ee L; temos 
RR f Fi E z z 
x [7 RR a SNI ES SO O A 
PEC b-de-a) -Aa * (e-aa-») 
1 | 
= —— ~ |(a-—b)+(c-a b-c) =0. 
yor ggg À) te-a) (6-0) 
Mas, se x,y,z são números reais tais que xy + xz + yz = 0, então 
“sabemos que z? + y? + 2? = (x +y + z)°. Portanto, temos em nosso 
caso que 
E S E A SEE R. i 
(b-c)? (c-a)) (a-b2 Ab-c c-a a-b) ` 
Por fim, uma vez que z+ + — -+ — é um número racional, a relação 
acima diz precisamente que o primeiro membro é o quadrado de um 
racional. 
25. Faça x = a e y = Vb, de modo que x,y>0. Então, 


Y4a+b)>Ya+ vb e Vac +y) > r++y 
| o 4hr? +y”) > (x +y)” 
e 3(aº + y?) > 3uy(z + y) 
<$ (x +y)(2? — ry +y°) > ryle +y) 
S g? — ry +y? > zry 
e(r-y>o, 


26. 


Zi. 
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o que é verdade. Há igualdade se, e só se, x = y ou, ainda, a = b. 
Note, inicialmente, que 

a+b+3Vab( Ya + Vb) =(Va+ vb 
de maneira que 


yzg atM- (+) 


3(3/a + 4) Es 


A partir daí, concluímos que 


mr gro abono ab _ 
Va VE ar ças 


e, portanto, 
Va = Vat WD) +(Va- M) EQ 


analogamente, Yb € Q. 


Elevando ao cubo ambos os membros da igualdade a + c+ d = —(b+ 
e + f), com o auxílio do produto notável do exemplo 2.8, obtemos 


a3 ++ +3(a+c)(a+d)(c+d) = — (+e? + f°)—3(b+e) (b+ f) (e+ f). 


Mas, como a3 + b3 + c? + dê + e3 + f? = 0, segue da igualdade acima 
que 


(a +c)(a + d)(c +d) = -—(b+e)(b + f)(e+ f). 


Analogamente, partindo de a + e + f = —(b + c + d), obtemos 
(a+e)(a+ f(e + f) = -— (b+ c) (b +d) (c+ d). 


Por fim, multiplicando as duas últimas identidades acima e cance- 
lando o fator comum (c+ d)(e + f), obtemos a identidade do enunci- 
ado. 
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28. Veja que 
BP<bLOb+HI<B+6 +1 < b’ + +IDAHS= (b +2). 
Portanto, se b? + 6ab + 1 deve ser um cubo perfeito, devemos ter 
b’ + 6ab + 1 = (b + 1)? = b + 3b? + 3b +1, 


e segue daí que 2a = b+ 1. Substituindo b = 2a — 1 em a? + 6ab + 1, 
obtemos que o número a + 6a(2a — 1) + 1 = aë + 12a? — 6a + 1 deve 
ser um cubo perfeito. Mas é imediato verificar que 


a 0º 4+120º E ECET 
de modo que as únicas possibilidades são 
aq +122º -6a+1=(a+1)”, (+42) ou (a +83). 


Cada uma dessas possibilidades nos dá uma equação do segundo grau 
em a. Resolvendo-as, obtemos a = 1 como única solução inteira. 
Logo,b=2a-1l=1. 


Seção 2.2 


2. Para a primeira desigualdade, interprete |x — a| como a distância de 
x a a na reta numerada. Para as outras três desigualdades, adapte a 
sugestão dada à primeira. o 


3. Analise separadamente os casos (i) x,y > 0, (ii) z > 0 > y, (iii) 
y > 0 >z e (iv) x,y < 0, mostrando que a igualdade se verifica em 
todos eles. | 


4. Para (a) consideremos dois casos: se x — 1 > 0, então |jx—1|=x-—1e 
a equação dada se resume a z? +5(x— 1) +11 = 0, i.e., z£?+5z+6 = 0. 
Suas raízes são x = —2 ou —3, mas nenhuma delas cumpre a condição 
de ser x > 1; logo, não há soluções neste caso. Sex — 1 < 0, então 
|x—1| = 1-x e a equação fica 22 —- 527416 = 0. Como o discriminante 
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dessa equação é A = —39 < 0, não há raízes reais. Portanto, a 
equação dada não possui soluções. Quanto a (b), há dois casos a 
considerar: z? — 3x > 0 ou zr? — 3x < 0. No primeiro caso, que 
equivale a x(x — 3) > 0, temos |z? — 3x| = z? — 3x. A equação dada 
se reduz então a z? — 3x = x — 1, cujas raízes são £x = 2+ v3. Destas, 
somente x = 2+ v3 satisfaz a condição z(x—3) > 0, sendo portanto a 
única raiz válida. O segundo caso equivale a a(x —3) < 0, e nele temos 
22-32] = —(22-3x). Assim, a equação dada se reduz a —(x2--32) = 
z— 1, ou ainda z? — 2g -— 1 = 0, cujas raízes são x = 1+2. Somente 
q = 1+ V2 cumpre a condição x(x — 3) < 0, sendo então a única raiz 


válida nesse caso. Para (c), podemos reescrever a equação dada na, 


—3x+2 
x+1 


| = 6 — z, ou ainda |3x — 2| = (6 — a)|x + 1|. Para nos 
livrar dos módulos, teremos de considerar quatro casos, resultantes 


forma | 


dos cruzamentos das possibilidades de sinal para 3x — 2 e z + 1: 


e 3x —2 > 0ex+i > 0: nesse caso, |3x — 2| = 3x — 2 e 
|£ +1| = x+1,e ficamos com a equação 3z — 2 = (6 — x)(x + 1), 
de raízes z = —2 ou 4. Somente x = 4 satisfaz as condições 
dadas. 


edr—-2>20ex+1< O: tais condições são o mesmo que x > E 
e x < —l, não havendo número real que as satisfaça. 


ejr—-2<0ex+1>0: aqui temos |3x — 2| = (3x — 2) e 
jx+1| = x+1, de modo que a equação dada se torna —(3x—2) = 
(6—-x)(x+1). Essa equação é idêntica à do item anterior, tendo 
portanto raízes x = 4+ 5. Novamente nenhuma delas satisfaz 
as condições dadas. 


e 3x—2<0egx+1< 0: deixamos ao leitor a tarefa de terminar 


a análise desse caso. 


Por fim, (d), (e) e (f) podem ser resolvidos com a utilização de argu- 
mentos análogos aos acima. 


5. Analise separadamente os casos x < 0,0 < x <1, x > 1. O conjunto 


solução é (—00,0) U (1, +00). 
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6. Como |y| > y e | — y| = |y| para todo real y, temos |x — a| > x — a e 


|£ — b| = |b — z| > b — x. Portanto, para que a equação dada tenha 
alguma raiz real x, devemos ter 


= |z — a| + |z — b| > (x-a) + (b—-z)=b-—a, 


quer dizer, c > b— a. Concluímos, pois, que uma condição necessária 
à existência de soluções reais para a equação dada é que c > b—a. 


Logo, se c < b— a, a equação não terá solução. Vejamos o que ocorre 


caso c > b— a (i.e., vejamos se essa condição também é suficiente 
para a existência de soluções): desde que todo real x satisfaz uma 
das possibilidades z < a, a < x < b ou x > b, vamos analisá-las 
separadamente: 


e xr <a: entãox—a<0 ex-b < 0 (porque?), de modo que 
a equação dada se reduz a —(x — a) — (x — b) = c, cuja raiz é 
x = (a +b-— c). Verifique que tal raiz de fato satisfaz x < a. 


e a< zr <b: a equação dada se reduza (x — a) — (b — x) = c, 
ou ainda b — a = c. Como devemos interpretar essa igualdade? 
Bem, se ela for verdadeira então todo real x tal que a < x < b 
será solução da equação; se ela for falsa, então a equação não 
terá soluções x satisfazendo as condições dadas. 


e x > b: chegamos à solução x = L(a + b + c), que realmente 
satisfaz a condição x > b. 


Logo, nossa equação terá O soluções caso c < b — a, duas soluções 
(x = 4(a+b-— c) ou z = 5(a+b+c)) caso c > b—a e uma infinidade 
de soluções (todo a < x < b) caso c = b — a. 


7. Mostre que todo x € (n,n + 1) é raiz da equação. 


8. Basta ver que 


1 1 1 
— +1- v2 = |-— - —>— 
= r+1 e 

|/2 — r| 1 


e A 


r+2 
SAJI | 
r+i v2 
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uma vez que r > 0e y2 >1. 
Note primeiro que, dados dois reais distintos x e y, tem-se 
{x,y} = {max{x, y}, min{z, y}}, 


de modo que 


[J {max{a;, bi}, min{a;, bi}} = (fai, bi} = o ssa am: 
i=1 i=1 
Também, 


[x o y| a max{x, y} E min{z, y}, 


de sorte que 


lai — bı| + laz — bo|+---+lan — bn| = 
= (max{a1, b1} + max{a2,b2} + --- + max{an, bn}) 
—(min{a1, b1} + min{az, b2} + --- + min{an, bn}). 


Por outro lado, dados 1 < k,l < n, com k Æ l, temos: 


k > l= max{ak, bk} > ak > aq > min{a, bı} 


k < l = max{aķ, bk} > bk > by > min{a;, bı}, 


de maneira que ` 


{max{a;, bı +, max{a2,b2},..., max{an, bn}} = {n+ 1,n+2,..., 2n} 


{min{a1, b1 }, min{az, b2},..., min{an, bn}} = {1,2,... n}. 
Logo, 


lai — bı| + laz — ba| + --- + |an — bn| = 
= ((n+D+(n+2) Eta En 
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Seção 2.3 
1. Resolva a equação equivalente 72 — a? = 0. 


2. Basta observar que A = b? — 4ac > 0. 


3. Como z? = lgl, as soluções da primeira equação são os números reais 
z tais que |z| = 3 ou |æ| = —2, i.e., £ = +3. Portanto, a = 3+ (—3) = 
0e b = 3(—3) = —9. 


4. Se x = a for raiz da equação dada, então a? + bla| + c = 0. Mas aí, 


(-a} +b| -a| +c = a + bja| +c = 0, 


i.e., £ = —a também é raiz da equação. Portanto, como a+(—a) = 0, 


a soma das raízes da equação é sempre igual a 0. 


5. Para o item (a), segue de væ +2 = 10 — x que z + 2 = (10 — x)? ou, 
ainda, x? — 21x + 98 = 0. Como 7 + 14 = 21 e 7 -14 = 98, segue 
que as raízes dessa última equação são x = 7 ou x = 14. No entanto, 
somente x = 7 satisfaz a equação original, uma vez que substituindo 
x = 14 na mesma obtemos 416 = —4, um absurdo. | 


Quanto a (b), observe inicialmente que devemos ter -3 CE t, a 
fim de que as raízes quadradas tenham sentido. Por outro lado, 


EN a Ss 

$ x + 10 = (vV2r +3 + V1- 37) 
r +10 =4-—zr+2y (2r +3)(1-— 3x) 
< xz +3 = y (2x +3) — 3x) 

a (xz +3) = (2x + 3)(1 — 3x) 
Sm +132+6=0, 


de sorte que x = —1 ou -8 Como ambos tais valores pertencem 


ao intervalo —5, tl, concluímos que são as soluções da equação do 
enunciado. 
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Por fim, quanto ao item (c), fazendo a susbtituição y = z? + 18x 
transformamos a equação dada em y + 30 = 2/y+ 45. Elevando 
ambos os membros ao quadrado, segue que (y + 30)? = 4(y + 45) ou, 
ainda, y? + 56y + 720 = 0, cujas raízes são y = —36 ou —20. Destas, 
somente y = —20 nos serve, uma vez que y + 30 = 2,/y + 45 nos dá 
y +30 > 0 e y +45 > 0, i.e., y > —30. Portanto, z? + 18r + 20 = 0 
e, dai, ts sg v61. 


. Observe, inicialmente, que x > >, a fim de que 2x — 1 tenha sentido 


no conjunto dos reais. Também, x > v2x-—1, a fim de que os ra- 
dicandos das raízes quadradas do primeiro membro tenham sentido. 
Mas, como 


r> Vr- 1s gr’ > 2g- 1s gr? -—?2r+1>0, 


o que é sempre verdade, a condição para a existência das raízes qua- 
dradas da equação se resume a x > >. Agora, 


A? = [V2+VE=I+ Va — =) 


= 2g + 24/ (x + v2x— 1)(x — v 2z — 1) 
= 2g + 2y x? — (2x — 1) = 2z + 2ļ|z — 1l. 


Consideremos somente o item (b), deixando os outros dois itens como 
exercícios para o leitor. Sendo A = 1, temos de resolver a equação 


2x + 2|xz — 1| = 1, sob a condição de que x > >. Se x > 1, a equação 


se resume a 2x + 2(x — 1) = 1, e segue que x = %, valor que não 
satisfaz a condição x > 1. Se 5 < x < 1, a equação se resume a 


2x +2(1— x) = 1, a qual é uma igualdade falsa para todo x em tal 
intervalo. Logo, no item (b) não há soluções. 


. Sejam ax2+br+c=0a equação do primeiro modelo, a'z? +br+c = 0 


a do segundo modelo e ax? + br +c = 0 a do terceiro modelo. Como 


as raízes da equação do segundo modelo são 2 e 3, temos que -2 = 9 


e 5 = 6, de sorte que —$ = a; por outro lado, como as raízes da 
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equação do terceiro modelo são 2 e —7, temos que —L = —S. Assim, 
a equação do primeiro modelo é az? + 5ax — 6a = 0, cujas raízes são 
as mesmas da equação z? + 5x — 6 = 0, i.e., —6 e 1. 

8. Segue da proposição 2.13 que a +b = —a e ab = b. A segunda 
igualdade fornece a = 1, valor que substituído na primeira equação 
nos dá b = —2. 

9. Novamente pela proposição 2.13 (aplicada às duas equações), temos 
—a = @ + 8? = (a + BP — 2aß = 13 — 2 -9 = —5 e b = @? p? = 
(aß)? = 9? = 81. Portanto, a + b = 86. 

10. Uma possibilidade é a equação z? — Sz + P = 0, onde 
S = u? +v? = (u + v)u? — uv +v’) 
= —|(u + v}? — 3uv] 
= -[(=1? = 3(-1)] = —4 
e 
P = uv? = (w)? = (—1)° = —1. 
11. Uma possibilidade é a equação r? — S'x + P'=0, onde 
S! = (aS + P) + (8S + P) = (a + p)S + 2P = S$ + 2P 
c 
P' = (aS + P)(8S + P) = aß S? + (a + 8)SP + P? = 29°P + P?, 
onde utilizamos as relações a+8 = S e af = P nas igualdades acima. 
12. Se a = 7+4V3 e B = 7 — 4V3, então a + 6 = 14 e aß = 1, de sorte 


que a e 8 são as raízes da equação de segundo grau Z2 — 142 +1=0. 
Portanto, a? = 14a — 1 e 82 = 148 — 1 e, a partir dessas igualdades, 
obtemos 


qt? Ea pera Es 14(aft EE pra = (af dE Dr). 


Agora, faça k igual a 0, 1, 2 e 3 para calcular, sucessivamente, o2 + B2, 
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13. 
14. 


15. 


16. 


17. 


Parafraseie a solução do problema anterior. 


Substituindo x por a, obtemos a igualdade a? = a + 1 e, a partir 
dela, sucessivamente 


at = (a? P = (a + 1}? = 0? + 2a +1 = 3a +2? 


aë = a - af = a(3a + 2) = 30? + 2a = 3(a + 1) + 2a = 5a + 3. 
Portanto, a — 5a = 3. 


Como as raízes são inteiros com produto igual a 5, concluímos que elas 
são (i) 1 e 5 ou (ii) —1 e —5. No primeiro caso, m = —(1 + 5) = —6 
ao passo que, no segundo, m = —((—1) + (—5)) = 6. 


? 


A equação dada é equivalente a 
x’ — (b+ c+ 2a?)z + [be + a? (b + c)] = 0. 


Para que as raízes de tal equação sejam sempre reais e distintas, basta 
mostrarmos que sempre se tem À > 0. De fato, 


A = (b+c+20º) — 4[be +a? (b+ c) 
= (b+c)? + 4af — 4bc = (b — c)? + 4af > 0 


) 
uma vez que a Æ Q. 


Fazendo z — | = a, obtemos z? — ax — 1 = 0 (1) e, daí, I=g-a. 


Logo, a equação original se torna xz = ya + 1 — (x — a) ou, ainda, 
z — ya = yl+a-—rz (2). Elevando ambos os membros de (2) ao 
quadrado, obtemos 


2 


vt +a-ax=I+ta-zx 


ou, o que é o mesmo, x? — (2/a — )x — 1 = 0 (3). Subtraindo 
(3) de (1), segue que (2/a — 1 — ajz = 0. Como z Æ 0, deve ser 


2/a—- 1 — a = 0, donde a = 1. Então xr — żł = 1, de sorte que 


r= H5, Mas segue de (2) que z — 1 = z — ya = yl +a — z > 0, 
de modo que x = ltv5, 
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Soluções e Sugestões 


Seção 2.4 


1. Se u for uma raiz comum das equações dadas, então au? — uí — u — 


3 2 


(a +1) = 0 (x) e au? — u — (a + 1) = 0. Multiplicando a segunda 
igualdade por u, obtemos au? — u? — (a + 1)u = 0; subtraindo esse 
resultado de (x), chegamos a (a + 1)u — u — (a + 1) = 0, de modo 
que u = 1 + L, Portanto, se as equações dadas tiverem uma raiz em 
comum, tal raiz será u = 1+ L, Resta somente verificar que u = 1 + 
é, realmente, raiz de ambas as equações, tarefa que deixamos a cargo 


do leitor. 


. Para o item (a), basta ver que 


r? — 3r? +5r = (z? -— 3r? +3x-D+(22-2D)+3 
= (æ—1)Ëë+2(z-— 1)+3. 


Agora, segue de (a) que as igualdades do enunciado podem ser rees- 
critas como 


(x-1) +2(z-1)+3=1 e (y- 1) +2(y -1)+3=85. 
Somando membro a membro as identidades acima, chegamos a. 
(x-1)? + (y - 1) +2X(£+y-2)=0. 
Substituindo 
(a e a a aa = (e = D(y — 1) + (gy = 13 


na relação acima e colocando a + b — 2 em evidência, obtemos final- 


mente 
(e +ry=D == (2=Dly=D+(y=1"+2]=0. 


Há, agora, duas possibilidades: x +y-— 2 = 0 ou (x — 1}? — (x — D)(y-— 
1) + (y — 1)? +2 = 0. Para mostrar que a segunda possibilidade não 
ocorre, faça x — 1 = a, y — 1 = b e observe que 


b 3b b\? 3b 
-abt +2=0 abt Ta 2m (0-5) + — +2 >00. 
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4. Use o resultado do problema anterior. 


o. Compare os coeficientes de ambos os membros da igualdade 


11. 


a trarltbrr+ec=(r-a(x + Br +49) 


para obter as igualdades 8 — a = a, y — aß = b e —ay = c. Agora, 
use a primeira e a terceira relações para obter 8 = a + a e y = m 
mostrando, em seguida, que tais valores para 8 e y também satisfazem 
a relação y — aß = b (nesse passo você precisará utilizar a igualdade 


a3 + aa? + ba + c= 0). 


. Para o item (a), faça a = V2+ v5 eb = \/2-— v5, de sorte que 


œ =a +b. Em seguida, use o fato de que 
a? = a” + b? + 3ab(a + b) = a? + b + 3abo, 


juntamente com a relação ab = —1. Quanto ao item. (b), use o 
resultado do problema anterior para mostrar que zì + 3r — 4 = 
(x — 1)(x? +x +4), de modo que x = 1 é a única raiz real da equação 


tê +3x—-4=0. 
Use o resultado do problema, 9. 


Para calcular o valor da primeira expressão, use as relações (2.16), 
juntamente com a identidade a° + 82 +72 = (a + 8 +7)? — 2(ab + 
ay + 87); para as duas últimas, comece observando que, uma vez que 
a é raiz da equação, temos aé = 3a — 1, e analogamente para bey. 
Em seguida, some membro a membro as relações assim obtidas. 


Expanda a expressão (y + d)’ + a(y + d)? + b(y + d) + c e imponha 
que o coeficiente de y? seja igual a 0. 


Basta ver que 
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12. Basta ver que 


14. z? — 4x + 1 = 0 equivale a x + = = 4. Use, agora, a expressão para 
r’ + = deduzida na sugestão ao problema 11, observando em seguida 


1 19? 
d+ (2845) a 
x 


16. Considere inicialmente os casos n = 2, 4 e 6; em seguida, adapte os 


que 


argumentos desses casos particulares ao caso geral.) 


17. Para o item (a), veja a sugestão ao problema 11. Para o item (b), 
argumente como feito no texto para equações biquadradas. 


Seção 3.1 
1.. Execute o algoritmo de escalonamento em cada um dos itens acima. 
2. Para o item (a), é suficiente ver que 24) = T2 = +: = Zn = O sempre 
é uma solução. Quanto a (b), suponha que z1 = Q1, £2 = Q2, ..., 
En = Qn € £1 = b1, T2 = b2, ..., En = Pn sejam soluções distintas 
de (3.2). Se t € R for escolhido arbitrariamente, mostre que 71 = 
tay + (1 = t)B1, £2 = tao + (1 dé t) Bo, nsus Bbm ~ DOS (1 = t)Bn 


também é solução. 


3. Aplique o algoritmo de escalonamento, nos moldes do exemplo 3.3. 
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E aço Egas | W masa 
4. A substituição de variáveis a = +, b = +, c = + transforma o sistema 


| E 
dado em um sistema linear de três equações e três incógnitas. 


5. Observe que cada x; comparece em exatamente três dentre as equa- 
ções dadas. Portanto, somando membro a membro todas elas e divi- 
dindo ambos os membros da relação obtida por 3, obtemos 


T1 + T2 + £3 +-+- + £100 = 0. 


Para provarmos que zı = 0, note que 


O = a + (£24 £3 + £4) +--- + (£98 + 299 + 7100) 
= 2+040+---.+0 = zı. 


Para obter £2 = 0, veja que 


O = g+ (z3 + x4 + z£5)+---+ (£99 + z100 +21) 
= g2 +0+0+:--+0 = z2. | 


Agora, 114 + £2 + 13 = 0 implica em z3 = 0. Então, £2 + £3 + x4 = 0 
implica em x4 = 0 e, assim por diante, todos os x;'s são iguais a zero. 
Seção 3.2 
1. Basta manipular as equações do sistema e usar produtos notáveis. 


2. Sendo z = 1/(x + y), obtemos o sistema 


z+zr=a+1 
2g = aml 


Há, portanto, duas possibilidades: (2,7) = (a,1) ou (z, x) = (1,a). 
Essas possibilidades levam aos sistemas 


r+y=a! E T+y=1 


p= z= at i 


ambos de solução imediata. 


Soluções e Sugestões 


Adapte, ao presente caso, as ideias da solução ao problema anterior. 
Some ordenadamente as três equações e escreva o resultado como 
(ax? + (b— Dx, +) + (axá + (b— 1)xo+0)+ (ax + (b- Dxs+c) =0.) 
Em seguida, analise separadamente os itens (a) e (b). 


Suponha, sem perda de generalidade, que x > y. Em seguida, utilize 
as equações do sistema para concluir que x = y = z. Por fim, note 
que x = 1 é raiz de x’? — 92x + 1 = 0. Você precisará do resultado do 
problema 9, página 66. 


- Transforme o primeiro membro numa soma de quadrados e aplique o 


resultado do problema 13, página 16 ou, o que é o mesmo, o lema 3T 


no caso n = 3. 


. Substituindo y = (a — z — 3x) na primeira equação, obtemos 


1 
z? + pla- z- 3e) = dz 


ou, ainda, | 
25x? — 6z(a — z) + (a — z} — 642 = 0 


A fim de que a solução do sistema seja única, o discriminante dessa 


equação de segundo grau (em x) deve ser igual a zero, i.e., devemos 
ter 
36(a — z)? = 100[(a — 2)? — 642] 


ou, ainda, (a — z)? = 100z. Sendo esse o caso, temos (da equação de 
segundo grau em x acima) x = (a — z) e (da segunda equação do 
sistema) y = (a — 2). Portanto, a solução do sistema será única se, 
e só se, a equação (em z) (a — z)? = 100z tiver uma única solução. 


Uma vez que ela equivale a 22 — 22(a 450) +a? = 0, seu discriminante 


também deve ser igual a zero, i.e., devemos ter (a + 50)? = q2. Logo, 


a = —?25. 
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8. Veja que 


10. 


3 3 
£ + qo 2V2+2 = (x-1) +1+-~— -2v +2 
dd 5 LT — 


2 
z (@-1) +7 -2Vr F2 
2 
eea x +2 
o (v= o ss) 


(as raízes acima existem, uma vez que x > 1). Portanto, pelo lema 3.7, 
resolver a equação do enunciado equivale a resolver o sistema 


~ 2 2 
ui -y sie qt vi- i =o, 


— 3 — y — DEV IO 
de modo que z = y = z = =%#, 


Sendo a = Yx +5 e b = ẹĵ4-— rz, temos a +b = 3 e af +b = 9; 
Segue, daí, que 


9 = a? +b? = a? + (3 — a)? = 27 — 27a + 9a? 
ou, ainda, a? — 3a +2 = 0. Portanto, a = 1 ou 2, donde x = —4 ou 3. 


Introduza a variável y = y5 -— x para transformar a equação dada 
em um sistema de duas equações em x e y. 


11. Observe, inicialmente, que 


2 A 2 ENE 
= 1 — 
j UKIP ` +( =) 
= +14 E 2 
(2x+1)2 q+1 
2 
2 
= 2 1 sg 
(£? +28 + +] TE o 
1 | 
= ia Sp js 
(a + 1) EEE (a + 1) E 
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13. 


14. 


15. 


Soluções e Sugestões 


Fazendo a substituição y = x + 1 + 1/(x + 1), obtemos 


l 2 
5 =y 12 


PED E 


e nossa equação simplifica em (y2 — 2) — 2y + 2 = 3, ou ainda yr 
2y — 3 = 0, cujas raízes são 3 e —1. Então, temos 


1 
—— =3 ou -—1. 
a ES 


A possibilidade z+1+1/(x+1) = —1 equivale a (x+1)2+(2x+1)+1 = 
0, que não tem raízes em R. Já x +1+1/(x+ 1) = 3 equivale a 
(v+1)2-3(x+1)+1=0, de modo que x = (1 + V'5)/2. 


Use o resultado do problema anterior. 
Para u € R, temos 


4u? — ut = 4 — (4 — 4u? + ut) = 4 — (2 — uv?) 


Portanto, 
6 = vAr? -— rt — 3+ y4y2-— yt + v422 —- 2445 
= 1I-(2-222+V4-(2-9y)24+V9-(2— 02)? 
< vV14+V44V9=1+2+3, 


de sorte que que deve ser 2— z? =2— y? = 2—2? = 0, i.e., £ = +vV2, 


Observe primeiro que se x = 0 então y = z = 0, valendo uma observa- 
ção análoga caso seja y = 0 ou z = 0. Portanto podemos supor, sem 
perda de generalidade, que xyz Æ 0. Faça 1/x = u, 1/y = v,1/z = w. 


Então 5 r 
1 l+ 4r 1 u 
EC Cm a 


16. 


Ne 
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Podemos transformar as demais equações de modo análogo, obtendo 
o sistema abaixo, equivalente ao original: 


u? +4= 4v, v +4= 4w, w +4 = 4u. 
Somando membro a membro as três equações acima, chegamos a 
(u — 2) + w -2° + (w- 2) =0 


e, daí, a u = v = w = 2 ou, ainda, z = y = z = 1/2. Assim, as 
soluções do sistema original são xz = y = z = 0 ou 1/2. 


Para a primeira parte, reduza £x + = — 4 a um mesmo denominador 
e use produtos notáveis. Para resolver o sistema, some membro a 
membro as três equações e use em seguida o resultado do problema 12, 
página 86. 


De x + 2/x = 2y, segue que x e y têm um mesmo sinal. De modo 
análogo concluímos que y e z têm sinais iguais. Portanto, ou x, y e 
z são todos positivos ou todos negativos. Agora, note que (x,1,2). 
é solução se, e só se, (—x, —y, —z) é solução, de modo que podemos 
nos restringir ao caso x,y,z > 0. Pela desigualdade entre as médias, 


sabemos que u + 2/u > 2V2, para u > 0. Então, 


2 
2y = x + & > 2V2, 
L 


de modo que y > v2. Do mesmo modo, concluímos que z, z > v2. 
Agora, somando membro a membro as equações do sistema, obtemos 


2. 2-2 
LT Ri q e rd 
De cam 
Uma vez que u > 2 para u > 2, segue que, se ao menos um dentre 
z,y,2 for maior que v2, então 
2 o Do a 2 
é o Ro e ad O 
T y z 
Isso nos diz que deve ser x = y = z = V2. Assim, as soluções do 
sistema são 


r=y=z= V2 ou c=y=2=-V2. 
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Seção 4.1 


2. (a) an =n, para n > 1 ímpar, e an =(—-1)""!n, para n > 1 par; (b) 
; 1 
An = aj) Para n > 1; (c) an = n, para n > 1 ímpar, e an = +, para 


n > 1 par. 


3. Basta observar que 


1 1 
bas E e a 
Ak+1 ak ak 


bk+1 = 


4. Para o item (a), temos aq = a2 = a3 = 1 e aą = ak-1+ak-o + ak-3, | 


para k > 4. Para o item (b), temos a) = 1 e aki = 2º, para k > 1. 


Seção 4.2 


1. Observe que a nè linha começa, à esquerda, com n e tem 2n — 1 


números. 
` 11... 1 como uma soma de potências de 10. 
2 Escreva p 
n 
3. Use o resultado do problema anterior. 


4. Basta mostrarmos que a diferença bk+1 - bg não depende de k; au- 
tomaticamente, o resultado dessa diferença nos dará a razão da PA 


(bk)k>1- Por definição, temos 


| 2 2 
bk+1 — bk (apso T ak1) — (dps — ak) 
(ak+2 — ak+1)(ak+2 + ak+1) — (ak+1 — Ap) (Ay + ak) 


r(ak+2 + ak+1) — r(ak+1 + ak) 


= r(ak}2 — ap) =T- 2r =? 


e, daí, a razão da PA (by)p>1 é 2r°. 


5. Aplique a fórmula do termo geral para ap + aq € Qu + av. 


>>> >>> 2 


6. 


10. 


11. 


12. 


13. 


Seja aj = rm, com m inteiro não negativo. Pela fórmula para o termo 
geral, temos 


ak +a = 2a, + (k +1- 1)r =a +(m+k+l—1)r = am4ka. 


. A fórmula para o termo geral de uma PA fornece as relações q = ap = 


n+(p-lr,8=a=u+(gq-Dreaa= ay + (p + q — 1)r, onde 
r é a razão da PA. Considerando as duas primeiras relações como um 
sistema linear em a; e r, expresse tais quantidades em função de a, 
5, p e q; em seguida, substitua os valores assim obtidos na expressão 


Sendo 2n — 1 o menor desses inteiros e k sua quantidade, a fórmula 
para o termo geral de uma PA garante que o maior dos números é 
igual a (2n — 1) +2(k — 1) =2n+2k—3. Portanto, sua soma é igual 
a 


ln — 1) + (2n + 2k — 3)|k = 7°, 


de sorte que (2n + k — 2)k = 7º. Agora, como 2n +k -2 > k > l,a 
única possibilidade é 2n + k — 2 = 7? e k = 7, de modo que n = 22. 


Sejam r a razão da PA e az = m, de sorte que r € N e m > 1. Então 
amk+2 = 42 + ((Mk + 2) — 2)r = m+ mkr = m(1 + kr), 
claramente um número composto. 


O item (b) segue imediatamente de (a); quanto a este, considere se- 
paradamente os casos n par e n ímpar. 


Por contradição, suponha que am = V2, an = V3 e ip = V5, onde 
(ak)k>1 é uma PA em, n e p são naturais dois a dois distintos. Usando 
a fórmula do termo geral, calcule E 


Use a fórmula para o termo geral no primeiro membro. 


Adapte a solução do exemplo 4.14. 
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14. Suponha, por contradição, que exista uma tal PA (ak)k>1 de razão r, 
i.e., tal que & ¢ Q mas aí = amp para certos índices atimta, m, n 
e p. Use a fórmula do termo geral para chegar a uma contradição. 


15. Adapte a solução do exemplo 4.14. 
16. Considere a sequência (by. )k>1, dada por bk = ap — 1. 


18. Suponha que (ay. );>1 seja uma PG de razão q, tal que am = 2, an = 3 


e ap = 5. Então a1g 1-9 agr! = 3 e ag?! = 5, de sorte que 


e 
ne 2 m—p — 2 
qr" = 2 eq P — = Portanto, 


A Pd TO GO O 
E eram 


ou, ainda, 2""P.5m-—n = 3™-P, Obtenha, a partir daí, uma contradi- 
) r - 


ção. 


Seção 4.3 


1. Aplique o resultado do teorema 4.16. 
2. Aplique o resultado do teorema 4.16. 


3. Inicialmente, observe que ak2 — ak41 = (2ak+ı — 1) — (2ap — 1) = 
20441 — 2a ou, ainda, ap +2 — 3ak+1 + 20x = 0, para k > 1. Aplique, 
agora, o resultado do teorema 4.16. 


“4 Use o fato de quer? +rz +s = (x — a). 
7. Para o item (a), a recorrência do enunciado fornece 
421 = 4(1 + 24ap41) = 4 + 6(1 + 4ap + VI + 24an) 
=4+6 (150-9) 


= b? + 6bp +9 = (bk + 3). 
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Para o item (b), segue de (a) que 2bp+2 — bn+1 = 3 = 2bn+1 — bn e, 
daí, | 


2bn+2 SO ba 0. 


Como b = 5 e bo = yI +?24az = 4, o teorema 4.16 garante que 
bn = 3 + &. Por fim, quanto a (c), segue de (a) e de (b) que 


Seção 4.4 


L. 


Se (ak)k>ı é uma PA de segunda ordem, então (ak+ı — ap)k>1 é uma 
PA não constante, de forma que existe r Æ 0 tal que (ak4+2 — Gra) — 
(ak+1 — ak) = r, para todo k > 1. Em particular, para todo k > 1, 
temos ak,2 — 2ak+1 + ak 0 e 


(ak+3 — ak+2) — (Gp 42 — ak+1) = (ak+2 — apr) — (Ap — ap). 
A recíproca pode ser provada de maneira análoga. 


Escreva ap,1 — ak = 3k — 1 e use somas telescópicas. 


. Escreva ax ,1 — ak = 8k e use somas telescópicas. 


Observe que IE = z — ł e use somas telescópicas. 
O problema anterior é um caso particular deste. 
p p 


Veja que, para k > 1, temos E < EE: use, em seguida, o resultado 
do problema, 4. 


Imite o argumento do problema 4, escrevendo 


1 o1 1 1 
(4k — 1)(4k +3) 4\4k-1 4k4+3)' 
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234 Soluções e Sugestões 


12. Racionalize a fração TETE SI — veja o problema 12, página 44 — e, 


8. Para o item (a), basta observar que 
| em seguida, use somas telescópicas. 


3 (9k—1)3 = 24k? +2 = 16k? +8k +2 | 
(2k + 1)º — (2k — 1) , + 2 (2h 417 | 13. Para o item fa ), veja que xt + z? +1 = (xt + 2r? + egr 
16k" + (2k — 1)º + (2k + 1). a +1)2 — q? = *+1-0(x2 4144). Quanto ao item (b), use o 


item (a) para escrever 
Quanto a (b), basta escrevermos (a) p 


| k k 
n i me — ES meti SAO EI 
On+tIB-2 = > I(2k + 1)? — (2k — 1)°] + (3º —2) | ht+k2 41 (k +k+D(k —k+1) 
k=2 | o 1 ( 1 1 
n | | © 2\k?-k+1 k+k+l 
= > (ak)? + (2k +1)? + (2k — 1)7] + 25 
k>? e, em seguida, use somas telescópicas. 
n | 
— > (4%)? + (2k + 1)? + (2k — 2] + 4º + 3º, o 14. Racionalize a fração do somatório — veja o problema 12, página 44 — 
k=2 | e use somas telescópicas em seguida. 
observando que a última expressão acima é uma.soma de (n — 1) 3 + | 15. Racionalize a fração do somatório — veja o problema 12, página 44 — 


2 = 3n — 1 quadrados perfeitos. e use somas telescópicas em seguida. 


9. Note que E T = IE = Š = TN e somas telescópicas. | 16. Inicialmente, observe que 
3 | n n n 
jo; Praoitn a observe que (k + 1)? +k? + k?(k +1)? = kt + 2k Sf | [I 1-5 o - JI sd TI 14l 
3k? + 2k +1= (k? HRE D Quanto ao item (b), segue de (a) que > 9/4 


a) 
Il 
N 

S 


rkt kê+k+1 


| 
s 
PO TR 
So 
“o. | 
= 
Nei 
Ls | 
ATTN 
“o. 
-+ 
ji 
Waas 


ra FRED k(k+1) LH His 
Basta, agora, observar que | Agora, faça ap = k, para k > 1. Segue da proposição 4.29 que 
k(k+1)  k(k+1) k k+1 | a j H pa H En 
e utilizar somas telescópicas. | | “da A 1 an i 1 o ás 1 
| | An Q? n n 
11. Substitua Fk41 = Fk+2 — Fk no numerador da fração do somatório | | 
para obter | 17. Se S é a soma pedida, então 
Pe FeR l | a 
FkFk+2 FkFk+2 Fk  Fk+2 | S = Dr É z 
e, em seguida, e use somas telescópicas. | tg) o 
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18. 


19. 


Soluções e Sugestões 


Como 1 — zk = 1 — 1 — = 7101-k, temos 


101 3 


e podemos escrever 
101 101 
= 73 3 
E Do 3 3 + r3 +73 
k=0 “101-k k 


101 3 101 3 
= pose oo 70k 
E 3 3 3 3 

o Tior-k T Ik po Pio T Tk 

1 101 

À ok + Mo 
- E =5"1=102 


Logo, S = 51. 


Fatore o numerador e o denominador da fração do produtório. Em 
seguida, se ax = k? — k + 1, mostre que ak = k? +k+1 euse 


produtos telescópicos. 


Mostremos que o que se pede é possível se, e só se, n for par. Para 


provar que n deve ser par, seja 


IL ZBen An = ArU UAn, 


uma partição satisfazendo as condições do enunciado e, para 1 < k < 
n, seja x; E Ay o elemento que é igual à média aritmética dos três 


demais. Então Arpe e A, T e segue que 


Da D rsen 


k=1 xe Ay TEA 


. + 4n = 2n(4n + 1), 


donde n(4n + 1) deve ser par. Como 4n + 1 é ímpar, segue que n deve 
ser par. Para a recíproca, seja n = 2k, k inteiro, e escrevamos 


TL2 3ye Sk p= Ages Aos, 


onde 


—_ > _ RW 


20. 


Aoj-1 = 8(j m 1) + f1, 3,4, 8) e Aaj = 8(j = 1) Em (2, 5,6, T}. 


(Aqui, para X C R, definimos o conjunto X +t por X +t = {xz+t; z € 
X}). Uma vez que 3-4 = 1+3+8 e 3-5 = 2+6+7 é imediato verificar 
que os conjuntos A; definidos como acima satisfazem as condições do 
enunciado.) 

Pelo resultado do problema 13, página 45, temos 


Vn? +n -— vn? 
NA | 
< (2+5) ol 
2 2 


(VR FI- vn) < 


(Vn +1- vn) vn 


e, daí, 
7 | 
Analogamente, obtemos 
a < 
y/n 


Essas duas desigualdades nos dão 


2(/n — vn — 1). 


10000 1000 10000 
> (MEI 1) < D g< X (V-V). 
Mas | 
10000 
y (vk m VE) — 9210001 — 22 
k=2 
i 10000 
> (vk - vk) = 2 ( V10000 — 1) = 198. 
k=2 


Portanto, se mostrarmos que 210001 — 2/2 > 197, seguirá que o 
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[mm mm TN NO 


maior inteiro menor ou igual a S é igual a 198. Para esse fim, veja 


| 2 2 
2/0001 > 2V2+197 + (2v10001) > (2v2-+197) 


es 40004 > 78842 + 38817 
es T88/2 < 1187 <> T882.2< 11872 
+» 1241888 < 1408969, 


o que é verdade. 


21. Para o item (a), fatorando (k+1)?*! - kPt! com o auxílio do resultado 
do problema 18, página 45, obtemos 


p+1 
(k + je PEU > dk a 1)P+ti-i kj] 
j=1 
p+1 
«> (rip A 
j=1 
= (p + 1)(k + 1)”. 


Analogamente, 


p+1 
(AH pr ERAT 
j=1 
p+1 
>> tp = (ph. 
q=l 


Quanto ao item (b), segue de (a) e da fórmula para somas telescópicas 


que 
— p RS a pei 
2 2 p+1 T PPL ppl 
À | 


ds 2 KPH (k—1)Pt Pt 


Y e> —— c 


T 
k=1 k=1 papa par 
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Capítulo 5 


Nas sugestões/soluções apresentadas a seguir, o mais das vezes assumi- 
mos, implicitamente, a verificação dos respectivos casos iniciàis e a forma- 
lização da hipótese de indução. De outra maneira, nos concentramos na 


execução do passo de indução, deixando ao leitor a tarefa de formalizar a 
demonstração completa por indução. 


1. Segue da hipótese de indução que 


1+2+--.+k+H(k+ DD) = (k + 1)(k + 2) 


isa + (k41 1) = 


2. Segue da hipótese de indução que 


Lr- ( HEED) 4 +)? = (6426+29) 


2 


3. Segue da hipótese de indução que 


i 1,1 E 1 Lo É as 
pes o. 2k—-1 2k 2k+1 

om 1 =» 1 Lo 1 

ok k41 2k—-1 2k ?2k+1 

Esp ++ ! dr E a 

o k+1 2k—-1 2k 2k+1 


4. Pela hipótese de indução, temos 
(k+1)+hA(1)+hA(2)+hA(3)+---+h(k—1)+h(k) =1+kh(k)+h(k), 


de forma que basta mostrar que 1+ (k+1)h(k) = (k+1)h(k +1) ou 
ainda, que (k + D(h(k + 1) — h(k)) = 1. Mas 


) 


(k+D(MKAD- Ab) =(KA+D).—— =1 


10. 


 (k+ 1) — 


. Para o primeiro caso, temos up42 = 


Soluções e Sugestões 
Segue da hipótese de indução que 


k 
>45(+1) = 
j=1 


(k — 1)k(k + 1) + k(k + 1) 


ie o 


klk + D(k +2). 


. Segue da hipótese de indução que 


(2k — 1)2k(2k + 1) + (2k + 1)? 


(2k + 1)2(k + 1)(2k + 3). 


ata aa 


4 as(k+D)-1=(4"415k-1)+4+3(48+5); como 48 +15k-—1 é 


um múltiplo de 9 (por hipótese de indução), basta mostrar que 48 +5 
é um múltiplo de 3. Para tanto, façamos outra indução: 4+1 + 5 = 
(4145) +3-4!; como 4+5 é um múltiplo de 3 (novamente por hipótese 
de indução) e 3- 4! também o é, segue que 41 + 5 é um múltiplo de 


3. 


(k +1) = (k? — k) + 3(k? + k); como k’ 
de 3 (por hipótese de indução) e 3(k? + k) também o é, segue que 
(k +1) — (k + 1) é um múltiplo de 3. 


— k é um múltiplo 


—Y"Uuk+1— SUk = —Tdk41 — Sak = 
ar+2. O segundo caso é totalmente análogo. 


Suponha que (a1,42,...,4m) é uma PA de razão r. A partir de 


m 


m—l 
m — 1 1 
— => — + ———, 
A1ûm+1 k=1 Ok dk+1 ka Adr 41 Um Um bm+1 


obtemos mam = (m — Dam+1 + a. Mas am = a1 + (m — 1)r, de sorte 
que 


(m — Dams1 = m(a + (m — Dr)— a = (m — D(a + mr). 


Logo, am+1 = @1 + Mr, e (a1, @2,... 


, am, @m+1) também é uma PA. - 


11. 


12. 


13. 


14. 
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Para o item (a), temos 


Qk+1 =a? — ap + 1 = 1 + aglap — 1) 


= ] + ag: (ai RR, =l+aj...akap+- 
Quanto a (b), temos 

k+1 k 

1 1 1 1 1 

a ERC = 2 — — + 
icl Ai = Ai Qk+1 A142... Ok Ak+1 

— 9 _ (@k+1 7 0102..-0k) 9 1 
0142... Akdk41 Q142... Akûk+1 


Pela hipótese de indução, temos 
| Zina 280 2k 
Je S O, 
de sorte que basta mostrarmos que k?* > (k +1)*tH! ou, o que é o 


k 
mesmo, que (E) > k+ 1. Tal desigualdade é válida para todo 


k > 3, uma vez que, para um tal k, temos 


k2 k 1 k 


Para o item (a), temos 


Fi + Fa +: + Fk + Eki = (Fk — 1) + Fkt = Fk43 — 1. 
Para (b), 
+++ FÈ + FRA = Fen + FR = Fpa Fha- 


Os demais itens são totalmente análogos. 


Rei 1 bo =1, B=SH=3h-65R-8 
Fy = 13, Fg = 21, Fy = 34, Fio = 55, Fyi = 89, Fio = 144, 
Fis = 233, Fu = 377. Assim, Fio = 12? e Fig > 132, Fu > 142, Por 
outro lado, se Fp > k? e Fa > (k + 1)2, então 


+ (k +1) > (k +2), 


de sorte que, por indução, temos Fẹ > k? para k > 13. Assim, as 
únicas soluções são k = 1 e k = 12. 


Fk = Fy + Fry > k? 
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15. Inicialmente, note que a é raiz de p(x) = x? — x — 1, de sorte que 


a? = a +1. Assim, temos por indução que 
afti = aÔ . a = (Fpa + Feia = Fpa + Fe 1a = 
= Fila + 1) + Fesa = a(Fp + Fra) + Fk 
= Fk+1 aq + Fk, 
Agora, 
| a” -na=-FasFa-na=(F-nda+ Fa. 


Uma vez que a é irracional, segue da igualdade acima que a” — n?a 


2 


só será inteiro quando Fp — nº = 0, e nosso problema equivale a 


encontrar todos os n € N tais que F, = nº. Mas isso foi o objeto do | 


problema anterior. 


16. Paran € Z, seja an = x” + x”. Mostremos primeiro, por indução, 
que an € Z para todo n € N. A hipótese do problema nos dá a € Z. 


Então 
2 1 l i 2 
az =x% +-z=|z+-] —2=aj—-26Z. 
x £ 
Suponha agora, por hipótese de indução, que a1,a2,..., Qk E Z para 
um certo k > 2. Então 
1 
o k+1 
ûâk+1 B T E qk+1 


1 1 1 
— Ri ato SE do fák- | 
= (8+5) (er) a 


= Qka —ap-1 E TZ 
e o passo de indução está completo. Pelo segundo princípio de indução 
segue que an € Z para todo n € N. Para concluir, basta ver que 
ao = 2 e, se n < 0 for inteiro, então a, = a-n, que já provamos ser 
inteiro. Assim, an € Z para todo n € Z. 
17. Segue da hipótese de indução que 
tia = (2% — 30h)? = 2h — 6r% + 9x7 
= (yp + 2)? — 6(yk + 2)” + 9(yk + 2) 
= Yk — 3Yk + 2 = Yk+1 + 2. 


18. Basta provarmos que o quociente 


19. 


20. 
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Zn+1+2n-1 independe de n. Isto é 


imediato por indução, uma vez que mostremos que 


Yn+2 + n — Ent +n- 0 
Tn+1 Tn e 
Mas 
Tn42 + Zn Uni tTn- _ Tn42ln + Tn — Laq1 — Tn-1tn+ 
En+1 a E Tn+1Tn 
an Un a e 
Tn+1Tn 
=. A). 


Se a; = j para 1 < j < k, então, a partir da relação 
a3 +a +- +a +a, = (a tat tak taa) 
obtemos 
Pe kect k Pa (Drk) 


ou, de acordo com o resultado do problema 2, 


1 1 ? 
alho + DJ + TE = (3+0 + 1) + ais) , 


Desenvolvendo o segundo membro, obtemos 
A = app + klk + Dar 
ou, ainda, Gg api —k(k+1) = 0. Daí, é imediato que akı = k+1. 


Se £k > ya, então 


mm Va = g (2/04 E) = som Va >0 


2 ATi 


Para a outra desigualdade, comecemos observando que, se x > y > 
Va, então z + $ > y+ y de fato, 


(+2) - (945) =@-y)+a(ž-3) se Mai 


zy 
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2E, 


22: 


25. 


Soluções e Sugestões 


Agora, se £k < a + FT) então, a partir da desigualdade acima, 


obtemos 
1 a 1 a 
= — — — TR 
Tk+1 s (a+ E) = (vat 5 Doe =| 
1 Va l E E E 
<a (yot var 2k 


Suponha que temos nı maneiras de escolher um objeto do tipo 1, nə 


maneiras de escolher um objeto do tipo 2, ..., ny maneiras de escolher 


um objeto do tipo k e ny 41 maneiras de escolher um objeto do tipo | 


k + 1. Para escolher um objeto de cada um desses tipos, comece 
escolhendo um objeto de cada um dos tipos de 1 a k. Por hipótese 
de indução, há nı ...ng escolhas possíveis. Por outro lado, para cada 
uma delas, continuamos tendo ny... 1 maneiras de escolher um objeto 
do tipo k+ 1, de sorte que o número de maneiras de, adicionalmente, 


escolher um objeto de tipo k + 1 é igual a 


N1.. Nk FNI.. Nk E ENO. Nk = N1... NEN 


Nk+1 


Basta mostrar que In = (1,2,...,n) tem exatamente 2” subconjun- 


tos. Para o passo de indução, i.e., ao considerar os subconjuntos de 


I k+1, lembre que esses podem ser de um dentre dois tipos: ou subcon- 


juntos de I, ou subconjuntos de 1,1 que contém o elemento k + 1. 
Do primeiro tipo há, por hipótese de indução, 2º subconjuntos. Os 
subconjuntos do segundo tipo são da forma AU (k+1), com AC lh; 
portanto, há 2% subconjuntos desse tipo. Contabilizando ambas as 
possibilidades, concluímos que I,-1 tem, ao todo, 25 + 98 = 9k+1 
subconjuntos. 


Inicialmente, afirmamos que, se todo quadrado pode ser particionado 
em k outros quadrados, então todo quadrado pode ser particionado 
em k+3 quadrados. De fato, partindo de um quadrado Q, divida-o 
em quatro outros quadrados; em seguida, particione um desses quatro 
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24. 


20. 


26. 


quadrados em k outros quadrados, obtendo uma partição de Q em | 


2 


4— 1 +k = k +3 quadrados. Para terminar, é suficiente mostrar 
como particionar um quadrado qualquer em 6, 7 e 8 outros quadra- 
dos. O argumento acima trivializa o caso de 7 quadrados, uma vez 
que sabemos particionar todo quadrado em 4 quadrados e, portanto, 
também em 4+3 = 7 quadrados. Para os casos de 6 ou 8 quadrados, 
comece particionando um quadrado dado em m2 outros quadradi- 
nhos iguais, de maneira análoga à decomposição de um tabuleiro de 
xadrez em suas 64 = 82 casas. Em seguida, escolha (m — 1)? desses 
quadradinhos, de modo a formar um quadrado maior, contido no qua- 
drado original e tendo um canto em comum com o mesmo. Restaram 
me = (m — 1)? = 2m — 1 quadradinhos, de forma que o quadrado 
original ficou particionado e 1 + (2m — 1) = 2m outros quadrados. 
Por fim, fazendo m = 3 ou m = 4, obtemos partições do quadrado 
original em 6 ou 8 quadrados. 


Tome um tabuleiro 2% x 2º e o divida em quatro tabuleiros 2471 x 2%-1. 
em seguida, posicione a peça 1 x 1 e um L-tridominó de forma que, 


juntas, elas cubram o quadrado 2 x 2 no centro do tabuleiro maior ' 


e com lados paralelos aos lados do mesmo. Por fim, encaixe uma 
hipótese de indução para concluir o que se pede. 


STE Da 3*q, para algum q € N, então 
A (Pas a aT a 4] 
k—1 k—1 
= 3"gl((4º i =1)+ (4# —1)+3] 
= 3g (4 — 1)(4 +1) + 3q +3] 
= Sgt q(8 +1) + 3g +3] 


gk—1 


— gh+1 q[3®- 1 q(4 +1) +38 941]. 


Se k > 6 e a1, a2, ..., ax São inteiros tais que 
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Zi: 


Soluções e Sugestões 


Pet 1 e Su 
(21)? (2093)? 


— — = — =: 
4 4 4 (2a)? 4 
Há, portanto, três casos iniciais a considerar: k = 6, k = T e k = 8. 


1 
4 


Antes de considerá-los, observe que 


E E A E S EO 
9 9 36 4444 4 | 


Portanto, para k = 6, temos 


a E A alados 
4 4 4 9 9 35 ” 


para k = 7, temos 


P e a a 
16 16 16 16 9 9 36 


para k = 8, temos 


EENE E EE 1 
4 4 9 9 36 9 9 36 
Consideremos, primeiramente, o caso n = 3. Sejam A, B e C as cri- 
anças e suponha, sem perda de generalidade, que AB < BC < CA. 


Nesse caso, 4 atira em Be B em 4, de modo que € fica enxuta. 


“Suponha agora, por hipótese de indução, que com n = 2k — 1 crian- 


ças, onde k > 1 é inteiro, ao menos uma delas sempre fica enxuta. 
Consideremos 2k + 1 crianças, posicionadas de modo a satisfazer as 


condições do enunciado. Como as distâncias entre os pares de crian- 


cas são duas a duas distintas, existem duas crianças A e B tais que 
a distância de A a B é a menor de todas. Assim, A atira em B e 
vice-versa. Descartando as crianças 4 e B, restam 2k — 1 crianças 
satisfazendo as condições do enunciado. Há agora duas possibilidades: 


e Uma delas atira em 4 ou B: nesse caso, no máximo 2k — 2 
tiros foram disparados em direção a alguma das 2k — 1 crianças 
restantes e, assim, ao menos uma delas fica enxuta. 


28. 
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e Nenhuma das 2k — 1 crianças restantes atira em 4 ou B: pela 
“hipótese de indução, ao menos uma delas fica enxuta. 


Se (k +1)! < n < (k+2)!, seja az ,1 O maior natural tal que 
ak+ılk +1)! <n < (apa + D(k +1). 
Então 
ak+ılk +1)! <n < (k+2)!=(k+2).(k+1)! 
garante que akķ+ı < k + 1; por outro lado, como 
n — ak+ı(k +1)! < (apa + 1)(k +1)! — ag4ı(k +1)! = (k +1)! 

segue por hipótese de indução que | 

n—ak+ilk +1)! =a-l!+a +. tar kl, 


para certos inteiros a1, ag, . 


k. 


.-, Qk, tais que 0 < a; < j, para 1 < j < 


Suponha que já mostramos a unicidade para todo n € N tal que . 
n < (k+1)!. Tome n € N tal que (k+1)! <n < (k+2)!e 
n = a1 -1!+a2:2!+.-. -+ak+ı'(k+1)! = by 1!+b2-2!+.. -+bk+1:(k+1)!, 


com O < a;,b; < j, para todo j > 1. Então, pelo resultado do 
exemplo 4.26, temos 


ak+1'(k+1)! <n = bi- 1!+b2-2!+---+bky1: (k +1)! 
<1-1!+2.-2!+.--+k-k!+bkg}1:(k+1) 
= (bķk41 +1): (k +1)!— 1< (bk+1 +1) (k +1)! 
(8.1) 
de sorte que aķ+}ı < bk+41ı. Analogamente, bk+1 < a@k+1 €, assim, 
Gk+1 = bk+1. Portanto, temos 
n—ak+ı: (k+1)! = a1 :1!+a2:2!+:--+ap-k! = b1 -1!+b2-2!+- --+bp-k!, 
com (novamente pelo resultado do exemplo 4.26) 


n — arm (k+1)!<1-1!+2-2!+---+k-k!=(k+1)!-1. 


Segue, pois, da hipótese de indução que a; = bj, para 1 < j < k. 
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Soluções e Sugestões 


29. Façamos a prova por indução sobre m. Para m = 1,2,3 o resultado 


é imediato. Suponha então que, para um certo n > 3, todo m < Fn 
possa ser escrito unicamente da maneira pedida e tome Fn < Mm < 
Fa. Sem = Fn+1 nada há a fazer. Senão, 


0< m- F, < Fpa — Fp = Fa < E. 


Por hipótese de indução existem r > 1 e inteiros 1 < ty <---<trp <n 
tais que 
m — Fn = Fh E RR a 4) 


com tj+1 — t; > 1 para 1 < j < r. Daí, m = Fy +- t Fi + En e 
afirmamos que n — tr > 1. De fato, se n — t, = 1 teríamos 


m > En + Fi, = Fn + Fn-1 = Fn, 


contradizendo o fato de ser m < Fn+1. Está assim garantida, por 
indução, a existência de uma representação de todo natural conforme 
pedido. 


Passemos, agora, à prova da unicidade da representação, a qual tam- 
bém será feita por indução sobre m. Por hipótese de indução pode- 
mos supor que se m < Fn então a representação acima é única. Para 
garantirmos a unicidade da representação para os m € N tais que 
Fa < m < Fn+1, consideremos dois casos: 


(a) m = Fn+1: há dois subcasos. Primeiro, suponha 


Par ty +Eo ++, 


onder >1,lI<ti<ta<-<tp<net;yi—t;>lparal<y<r. 


Então 


Ri = Abe ph Sid EA, 
Euntk, testir Peat Fie E ++ kt, 
ae Pa rose ge Pasep. 


< Feti < En < Eny, 


L. 


Zi 
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o que é um absurdo. Agora, se F,y1i = Fn +- + Fi, + Fn então 
Fi as a — E n4l — En = En-l 


e, pela unicidade da representação de HF, 1, teríamos que outra re- 
presentação de F,+1 seria Fn41 = Fn + Fhn-1, à qual não satisfaz as 
condições do enunciado. 


(b) Fn < m < Fay: mostremos que Fh é necessariamente um termo 
da representação. De fato, se 


m= Fa ++, 


com tr < n, então um argumento análogo ao do primeiro subcaso do 
caso (a) nos daria o absurdo de que m < Fh. Portanto, para uma 
representação de m como no enunciado, devemos ter forçosamente 


e ea aa 


com tr < n— 1. Daí, como m — Fn < Fn41 — Fn = Fn-1, à unicidade 
da representação de m segue da unicidade da representação de m— Fh. 


Seção 6.1 


Basta observar que (27) = 2n E = Br 
Adapte a ideia da solução do exemplo 6.6. 
Compare (7) com E utilizando a definição. 


Faça uma prova por indução. 


Aplique a relação de Stiefel ao numerador da fração do somatório e, 
em seguida, use somas telescópicas. 


Faça uma prova por indução, aplicando a relação de Stiefel para o 
passo de indução. 
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7. Defina a, como a soma do segundo membro da igualdade que deseja- 
mos estabelecer. Em seguida, mostre que ay = 1, a2 = 1 e, utilizando 
a relação de Stiefel, que an +42 = Qn+1 + an, para todo n > 1. 


8. Faça indução sobre n; mais precisamente, mostre que, para cada 
n € N, o conjunto (1,2,...,n+ possui E) subconjuntos de k ele- 
mentos, para todo 0 < k < n. Para o passo de indução, note que os 
subconjuntos de k elementos do conjunto {1,2,...,n +1} são de um, 
dentre dois tipos possíveis: aqueles que não contêm n + 1 — sendo, 
portanto, subconjuntos de k elementos do conjunto (1,2,...,nt — e 


aqueles que contêm n + 1 — sendo, portanto, iguais a um conjunto do 


tipo AU {n + 1!, onde A é um subconjunto de k — 1 elementos do 


conjunto (1,2,...,n+. 


Seção 6.2 
1. Use a fórmula do binômio para expandir 4” = (1 + 3)”. 


2. Segue do problema anterior que A = 4” e (argumentando analoga- 
mente àquele problema) B = 1271. Portanto, 


98 B form ge 


4 A 4n 4 


- de modo que n = 9. 


3. Calcule os três primeiros termos do desenvolvimento binomial de 
9e = (1+ 5)" 


4. A soma em questão é igual a 


Tur Uno: 318! "sie | 714! "oa TT 


ROO MO MOON) 


T= 


1 i 11! 11! 11! 11! 11! 11! ) o 


mo 
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5. O termo geral de tal desenvolvimento é = F. Agora, expandindo 


os números binomiais envolvidos, obtemos 


a A E a aaa 
k)3 ` \k+1/34t1 O 65-k ` k+1 3 


ou, ainda, se, e só se, 65 — k > 3(k + 1), i.e., k < 15. Analogamente, 


65\ 1 65 1 
e —— $ k > 16, 
HE TA gebl ” 
de sorte que o maior termo do desenvolvimento é E] ae. 
6. A condição do enunciado é equivalente a 


a2 +b? + ab = e + É +cd. 


Por outro lado, pela fórmula do desenvolvimento binomial, temos 
at +b + (a + b)t = ct + d’ + (c + d) se, e só se, 


af + b! + 20ºb + 3a?b? + 2ab? = f + df + 2d + 3ed + 2cdê. 
Por fim, basta observar que 
at + b + 2a?b + 3a?b? + 2ab? = (0º +° + ab) 
e, analogamente, 
E + di t 2d PE + ed = (e dê + co). 


7. Use o resultado do problema 3, página 148 — com 2n no lugar de n — 
juntamente com o teorema das linhas do triângulo de Pascal. 


8. Adapte, ao presente caso, a ideia da solução do exemplo 6.15. 


9. Basta ver que 
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10. 


11. 


12. 


13. 


Soluções e Sugestões 


Use a fórmula para o termo geral de uma PA e o resultado do problema . 


anterior. 


Escreva é = l +a, com a > 0, e use o fato de (1 +a)” > 1+na. 


Fazendo a = ya+ Yb, obtemos (a— a)” = b. Agora, argumentando 


“como na prova do exemplo 6.11, concluímos que ` 


(a — Va)” = (0” + an-207""2 + ans! + ---)+ 
+ (an-10"! + an-30"73 +... va, 


para certos Inteiros ag, 01, 092, ..., Qn-2, An-1. Portanto, 


(a? + An-20"T2 + dA ec )— b]? = 


Slana ie SA aN, 
de sorte que a é raiz da equação polinomial (de grau 2n) 


lx” + an-ou" + apart t+...) — b]2— 


salancar inaa Aer 2 =0. 


Vamos descobrir primeiro qual o valor constante que a expressão deve 


ter. Para tanto, substituindo x = 2 e y = z = —1 (observe que x + 
y+z = 0), obtemos z +y5 +2% = 30 e xyz(xy+yz+zx)= —6 e, daí, 
z+ 51.25 2º +y) +25 = 


ao Hi —o. Portanto, devemos provar que E Cara or 


—à, para todo terno de reais não nulos x, y e z, tais que r+y +z = 0. 


DES aEp E So gts posa sebo sa o msm SOB 
Para tanto, veja que 
r +y +2 =z +y + (-r — y)’ = 5 +y — (2 + y)’ 
= £” +y” — (2º + 5xfy + 10z°y? + 10z?°y? + 5xy! + y”) 
= —(5xty + 5xyf + 10x%y? + 1072yº) 
= —5gy[|(z" + y’) + 2xy(z + y)] 
—5ry(x + yl(x” — ry + y?) + 2xy] 
= —5gy(—z)|(z? + 2£y + y?) — zy] 
= 5gyz|(z + y)(£ + y) — zy] = 5zyz|(z + y)(—2) — zyl 
= —5xryz(xry + yz + zz). 


14. Aplicando a fórmula do desenvolvimento binomial duas vezes, obte- 
mos 


(z +y+z2z) = 5 (1) (a + gta 


| | 
ir s T 3 
(azv) © 
I| | ~ 3 
NE o a e 
ITN 
Ser des 
AOTT Sa 
` 3 
| D | 
DE, “> 
8 S 
S 3 
I | 
L E 
K e 
o Ea 
X N 


Agora, observe que 


OC erm 


de forma que basta fazer j = n — k — l para obter a fórmula do 
enunciado. 


16. O termo geral do desenvolvimento do trinômio do enunciado é 


10 \ iy 10 
E k [O = k—l 
PAdo = (net 


com j +k +l = 10. Portanto, devemos ter k+1=10-jek-1=0, 
de sorte que k = | = 5 — 5 e, portanto, j deve ser par. Faça, agora, 
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j = 0, 2, 4, 6, 8 e 10 e some todas as parcelas 


10 ) 
p5-5,5-3 


correspondentes. 


17. Use a fórmula (6.7) do problema 14 acima para observar que 


3 E mUe 2 A sfidi. 


j+k+l=n jtk+l=n 


18. Faça indução sobre n > 1; para a execução do passo de indução 
você precisará utilizar a relação de Stiefel e a recorrência que define 
a sequência de Fibonacci. 


19. Vamos mostrar que 


995 
1991 1991 — k 
da 
1991 — k k 
k=0 


Para tanto, veja que 


995 m 1991 /1991 — j E 
a 1991 — k k 


k=0 
995 995 
1991 — k nA  (1991- ') 
AM) 1 m E TRA k 


E Gu > DE m 
k=0 `- 


Para n inteiro positivo, defina 
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pondo Ea P = O para k > n— k. EntA£o Sọ = Sı = 1 e, pelo 
teorema das colunas, obtemos 


E (Dor) -y É (e7) 


s = x PP ; 
ou, ainda, Sn = 1 — J mo Sm- A partir daí, é imediato provar que, 
para todo inteiro não negativo n, tem-se 


Sn+1 = Sn — Sn—i. 
Pela recorrência acima, temos S2 = 0, S3 = S4 = =l os = 0, 


S6 = 57 = 1 e, após uma fácil indução, que, se 6 divide m — n, então . 
Sm = Sn. Portanto, 


DE 1991 /1991-k\ g g 
1991 BaN k k Es 1991 1989 
k=0 
E ip pi 
Seção 7.1 


1. Faça indução sobre n > 2. 


2. Agrupe adequadamente as parcelas em pares e, em seguida, aplique 
a desigualdade triangular para se livrar da variável z. 


3. Para o item (a), observe que 


y ulta) ay). y =z 


E to C++) o Aro(A+y) + 
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DON ia de DD Ra e 5 na os pa up ma o ODOR 


Assim, como |a + b| < |a| + |b|, segue de (a) que 


atol  tl+ho 


1+la+bl 1+ la| + |b| 
do b 
= 1+lļa|+ļb| 1+ la| + |b| 
o d b 
T 1+la) 1+ |b| 


Seção 7.2 


2. Veja primeiro que 


É b? a? (a— b) b(b—a) 
É 2 CARR > à aa e T a E 
a Cie a 


= ata — b)? (a? + ab + b?). 
a 


Basta, então, mostrarmos que a? + ab + b? > 0. Para isso, note que: 


BN? 3b 
a? + ab + b? = (+3) E O 


É claro que haverá igualdade se e só se a = b. 


| | a j ivale a resolver 
3. Para x Æ a,b,c, resolver a equaçao do enunciado equivale 


a equação de segundo grau 
(x —b)(x — c) + (x — a)(x — c) + (x — a)(x — b) = 0. 
Por sua vez, o discriminante de tal equação é igual a 


4(a+b+c)? —12(ab+ac+be) = 4l(a2 +b + °) — (ab+ ac+bo)] > 0. 


4. Escreva o primeiro membro como a(a + b + c) + bc e, em seguida, 


aplique a desigualdade (7.6). 


—— [WD >>> dt 


o. Sendo x o comprimento do lado do quadrado que deve ser recortado 
de cada canto da folha, ficaremos com uma caixa de dimensões 2 — a 
3— 2x7 ex. Escolha números reais positivos a, b e c tais que a(2 — 
21) +b(3— 2x) +cx independa de z e a(2— 2x) = b(3- 2x) = cx. Em 
seguida, aplique a desigualdade entre as médias a fim de maximizar 
o volume da caixa. 


6. Mostre, inicialmente, que a? + b > (a + b)ab. Em seguida, deduza a 
partir daí que SIDI < ERR obtendo desigualdades análogas 
para as outras duas parcelas do primeiro membro. Em seguida, some 
ordenadamente as três desigualdades assim obtidas. 


T. Aplicando a transformação de Ravi, concluímos ser suficiente provar 
que 


(y + 2)(x + 2)(x +y) > Sxyz, 


para todos x,y,z > 0. Para tanto, utilize três vezes a desigualdade 
(7.6). 


8. Aplique a transformação de Ravi para escrever o primeiro membro 


LD. o E- 
s(D2+5+>+> +54). 
e e Ap da 


como 


Em seguida, utilize a desigualdade entre as médias para seis números. 


9. Agrupando adequadamente as parcelas do primeiro membro em pares 
e utilizando a desigualdade (7.11), obtemos 


a+c c+a 1 4 
-e mami E Do E o 
EO oF a+o (sta) 2 ato (a+b)+(c+ad) 
e 
b+d d+b 1 1 4 
—— = (b+d) | — + — ) > btd) 
a aa Er (rc + a) z (b+d) (b+c)+(a+d) 


Agora, basta somar membro a membro as duas desigualdades acima. 
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10. 


11. 


12. 


13. 


Soluções e Sugestões 


Fatorando o numerador do primeiro membro e simplificando a fração 
assim obtida, concluímos que basta mostrar a desigualdade 


biriga Teste rr Om dela” 
ou, ainda, 
(1 NE q) EE (x E qn a fo dg J ae] = Ing”. 


Para tanto, é suficiente aplicar a desigualdade (7.5) n vezes, somando 
as desigualdades assim obtidas. 


Segue de (7.8) que 
3af +b! = at + at + at +b > 4Vat -at -at -bt = 4aób| > 40ºb. 
Já mostramos que, para todos x, y e z reais positivos, tem-se 
a? +b? + e > ab+be+ ca. 
Multiplicando ambos os membros por a + b + c > 0, obtemos 


(a+b+c)(a +b? +e) > (a+b+c)(ab+be+ ca) 


ou, ainda (após desenvolver ambos os membros e cancelar os termos 
semelhantes), 
a? +b? + @ > 3abe. 


Uma vez que 


(ab + be + ca)? = (ab)? + (be)? + (ca)? + 2abe(a +b + ©), 


basta provar que 
(ab)? + (bc)? + (ca)? > abe(a +b + ©). 
Fazendo x = ab, y = bc, z = ca em (7.7), obtemos 
(ab)? + (bo) + (ca? = r? +y + 
2 AU FYL FT 
abc(a + b + c). 
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14. Aplique novamente a desigualdade (7.7). 


15. 


16. 


17. 
18. 


19. 


20. 


21. 


Expanda o segundo membro utilizando a identidade (2.5). Após efe- 
tuar as simplificações óbvias, aplique três vezes ao primeiro membro 
a desigualdade do Exemplo 2.4. Em seguida, utilize a desigualdade 
(7.9). 


Seja S = a*(1+5D +b(14+c)+c(1-+a!). Aplicando sucessivamente 
a desigualdade entre as médias para dois e três números, obtemos 
S = a Db DE ue Da” 
V (20452) (2b4c2) (2c4a?) 
6Va8bbcê 


— 6a bc. 


IV 


Aplique a desigualdade entre as médias. 


Troque a; por —a; e, em seguida, aplique a desigualdade entre as | 
médias. 


Para o item (a), segue da desigualdade entre as médias aritmética e 
geométrica que 


| RE DR EPR e Yy” 
nl=1.2.0ons (Hin (5 | 
n 


Para o item (b), argumente como em (a), aplicando a desigualdade 


entre as médias aos números 12, 22, ..., n? e utilizando o resultado 


do exemplo 6.6. 


Para 1 < k < m-l, aplique a desigualdade entre as médias à soma x+ 

k=1r+1+--.+1. Em seguida, multiplique as m — 1 desigualdades 
k 

assim obtidas. 


Como 3; 4(9—x;) = (n— 1)S , a desigualdade do enunciado equivale 


n n 
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22. 


23. 


24. 


Soluções e Sugestões 


Basta, então, aplicar a desigualdade (TAI): 


Para o item (a), desenvolva o produto do primeiro membro. Para o 
item (b), aplique o resultado do problema 8, página 149 (com k = 2) 
para concluir que o somatório do segundo membro do item (a) possui 
in(n — 1) parcelas; em seguida, use a desigualdade entre as médias 
para dois números para concluir que > li Hai Si ; 2 2, para todos 1 < i < 


j<n. 


Veja que 


1 


1 
Babo (o +) =p t+ 


; ki—ikiki+ı diea 
produto contém k1, kə,.. 


onde p; = kı.. kn e o circunflexo sobre k; indica que o 


-» kn, à exceção de k;. Podemos escrever 


kı ko kn 
ED qe A ande pay! + poas? +- 


kı ko Ka kiko e.. Ka 


Agora, expandindo a soma no numerador de modo que cada af’ apa- 
2 
reça p; vezes e usando a desigualdade entre as médias aritmética e 


“+ Pn afn 


"geométrica, e 


+ akr) > 


Pn vezes 


a” 
= Ea. (+ A ai + (agr + 


pı vezes 


o o (ant Pr ) Es 
E IG Frka in “Tn = A102... On. 


Faça ao = 0 e T a desigualdade (7.11) para obter 


IV 


1 1- 
tea 
Ji a1 — a0 Qj 


Em seguida, some membro a membro as desigualdades acima para 1 < 
J < n e agrupe os termos iguais para obter a desigualdade procurada. 


Por fim, conclua que há igualdade se e só se a sequência (aķp)ķ>1ı for 
uma PA. g 


20. 
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Substituindo a, b e c na desigualdade desejada respectivamente por 


6xº, 6yº e 62º, mostre que basta provarmos a desigualdade 


pt de DE S 9y!2 + 92º 2º > 
> 9xºy” + 6xºyº + 6x yèz? + 12r5y5 z? + 6rtytz’ + Gay! zt + 6x’y?2?. 
Para tanto, escreva a expressão do primeiro membro como a soma 
de sete outras expressões tais que, aplicando a desigualdade entre as 
médias a cada uma delas, obtenhamos as sete parcelas do segundo 


membro; por exemplo, 


E E D! 2y? + di? + 24º y? > 12xºyº 2º. 


Seção 7.3 


1. Pela desigualdade de Cauchy, temos 


12 = 3x + 4y < V 3? + 4V x2? + y2 = 5V r2 +y. 


Portanto, x? + y% > H ocorrendo a igualdade se, e só se, 3 = n 

Mas, como 3x + 4y = 12, a igualdade ocorre se, e só se, 1 = = e 
= 48 

Y = 3 


Adapte a discussão, apresentada no texto, para o caso n = 3. 


1 na desigualdade de Cauchy, obtemos 


+a vn, 


Fazendo bı = b2 = :-- = bn = 


ai +a2 +: tan < yai tat 


com igualdade se, e só se, existir um real não nulo À tal que % = 


a2 —... = din — À i.e., se, € SÓ se, OS números aj,...,am forem i 


1 1 
iguais. Dividindo ambos os membros da desigualdade acima por n, 


obtemos a desigualdade do enunciado. 


Aplique a desigualdade do problema anterior ao numerador de cada 
parcela do somatório acima. Em seguida, some os resultados assim 


obtidos. 
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Soluções e Sugestões 


(Queremos provar que 


DE, Lj = = ne, 

4 Lj 

j=l j=l 
para todos £1, £2, ..., £n reais positivos. Para tanto, faça a; = /T;, 
bj = —L e aplique a desigualdade de Cauchy. 


VTj 
Multiplique ambos os membros por a+b+ c+ d e use a desigualdade 


de Cauchy para quatro números, com ay = a, a2 = Vb, as = Vc, 


aq = Vd e bı = Je b2 = JE b3 = NA b4 = 5 Alternativamente, 
aplique a desigualdade (7.11), escrevendo c = 5 + 5 e 4 = + de + | 


d d d d 16 _ 1 1 1 1 
denera Tr Oa A ae A 


- Para a primeira desigualdade, seja S = 21 +3+v2y + 3+vVv22z +3. 


Aplicando a desigualdade entre as médias para três números, obtemos 


S >3Y (2x + 3)(2y + 3)(2z + 3) 
V 8Szyz + 12(zy + rz +yz) + 18(£ +y+z2z)+27 


> 3818-3 +27 =3V9. 


Para a segunda desigualdade, aplique a desigualdade entre as médias 
quadrática e aritmética para três números — cf. problema 3 — com 


q=v22+3,0a9=v2y+3eas=v22+3, juntamente com o fato 


de que r +y +z =3. | 


. Aplique a desigualdade entre as médias quadrática e aritmética — cf. 


problema 3 — com ay = 4/ (4), juntamente com o item (a) do corolário 
6.13. 


. Pela desigualdade de Cauchy, temos 


2 2 2 2 2 2 | 2 
£ Y 2 Y z x £ Y Y- z Z W 
= e — 2 E. = > ted od (Fá jm geo tiça 

(2+5+5)(6+5+5) (5 Fio ae 3 
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10. Uma vez que 


2 2 2 2 2 
a a — b2 +b b 
e = E = (ap — be) +, 
ak + bk ar + bk ak + bk 
obtemos 
= ak — bk) + = 
D Aa k) Dea DE ea 
Portanto, 
n 2 n n 2 2 n 
a, 1 az +b% _ 1 
D >32 ae) > 52 tt) 
pm TO 2 RA piktek 2 kzi 


Então, basta mostrarmos que 


E a. 
ty 2? 


para todos os reais positivos x e y, o que decorre imediatamente da 
desigualdade entre as médias quadrática e aritmética. 


ll. Faça any1 = qq. Para 1 < j < n, podemos escrever, usando a 
desigualdade de Cauchy, 


2 2 
a; aí 

Las (1-14 va . J ) < lekare 1 + d 
j) JH VOj+1 J 1) Qj+1 


de modo que 
2 2 
q 1 ; 
l+— > faco 
aj o lrajm 
Multiplicando membro a membro as desigualdades assim obtidas para 
J =1,2,...,n, chegamos à desigualdade desejada. 


12. Opere a transformação de Ravi — cf. parágrafo que antecede o pro- 
blema 7, página 174 — para mostrar que a desigualdade em questão 
equivale à desigualdade 


vV2z + y 2y +v2z <vVy+z+vť£z+z+Ęxzr+y, 
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13. 


14. 


Soluções e Sugestões 


para x, y e z reais positivos. Em seguida, observe que, pela desigual- 
dade entre as médias quadrática e aritmética, temos 


fd VU + vz 
Z S 2 l 


ocorrendo a igualdade se, e só se, y = z; analogamente, 


o a a da VZ+ 
2 


Somando membro a membro essas três desigualdades, obtemos a de- 


sigualdade desejada. 


Pela desigualdade de Cauchy, temos 


Por outro lado, a desigualdade entre as médias quadrática e aritmética 


- nos dá 


Basta, agora, juntar as desigualdades acima. 


Faça x = L, y= ł E= 1 e, em seguida, aplique a desigualdade de 
Cauchy para obter | 


ao y2 so 
(42) etale) (+ 4 o) 2 tyta 


Por fim, aplique a desigualdade entre as médias. 


. Escreva a” = 
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Seção 7.4 


1. Comece obsevando que 


G+) 1 1 ” 
ego (+ma) Um) 


Em seguida, aplique a desigualdade de Bernoulli. 


| E (1 o é e, em seguida, aplique a desigualdade 
de Bernoulli. Faça o mesmo com a” e, por fim, some os resultados. 


. A desigualdade do enunciado equivale a 


qê pê cê 
Ro Too t gap Z% t ac+ bc. 


Suponha, sem perda de generalidade, que a < b < c. Então, af < 
Bê < ce Za < = < s. Aplicando sucessivamente as desigual- 
dades de Chebyshev e das médias, obtemos 


aê b8 cº 1 : 1 1 1 
pa re e OE o tar 


Por fim, como já sabemos que a? + b? + œ > ab + ac + bd, nada mais 
há a fazer. 


; Escreva xÍ +23 +--+ sfog = T3 - £1 +3- rodado * £1994 €, 


em seguida, aplique a desigualdade de Chebyshev para obter 


1 
ritr +: -+ Log > Toan a -+ Tig94) (T1 ao + -+rgga). 


Por fim, use as equações do sistema. 


. Aplique a desigualdade de Chebyshev a cada parcela do somatório 


acima. 
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6. Vamos mostrar que, para todo n > 1, tem-se 


n n n 
> Aiaibi — [> vas) 5 vã) > 0. 
i=1 i=1 Vi=1 
Para tanto, observe que o primeiro membro é igual à expressão 


NOAA e + Anabi — SO Aiàjaibj, (8.2) 
q=l i,j=1 


1%) 


onde A; indica que A; não aparece na soma. Veja agora que, para 
cada par (i,j) com i < j, a soma 


AjAG aid; + AiA;a;d; E AjAjaibj = AiÀjajbi = SAA (ai = aj) (b; = b;) 


aparecerá em (8.2) exatamente uma vez, o que significa que 


3 Aiaibi — [> vas) [> vã) AjAj (a; se aj)(bi — bj) > 0. 
1=1 i=1 i=1 


“À igualdade ocorre quando todos os a;'s forem iguais ou todos os 


b;'s forem iguais. Finalmente, a desigualdade de Chebyshev usual 


corresponde ao caso particular em que À; = L, paral <i<n. 


Aplique a desigualdade de Chebyshev para concluir que a expressão 


“do primeiro membro é maior ou igual que 


l, 3,3. 3,038 1 1 1 1 

— b d) | 1 + —— + c H Ml. 
E a CO 
Em seguida, aplique o resultado do corolário 7.21, juntamente com 
a desigualdade (7.11), para concluir que a última expressão acima é 
maior ou igual que | 


rea 42 
4 7 


(a+b+ce+ d) 
atb+re+d) 12 


Por fim, observe que a condição do enunciado equivale a (a + c) (b + 
d) = 1 e aplique a desigualdade entre as médias. 


267 


8. Por simetria podemos supor, sem perda de generalidade, que a > b > 


10. 


11. 


| ms 1 
c. Desse modo, obtemos ; qua arte 


de Chebyshev e (7.11), obtemos 


> = Aplicando a desigualdade 


+ 
b+c a+c 


c” = 1 J 1 E la” +0” + c”) 
— — —— + —— C 
atb T3 kbte ade a+b 
3 
p DE a e br ny 
CER ES pu da, 


Também pela desigualdade de Chebyshev, segue que 


a” +b” +e >a+b+o(a oTt + eT’), 


Qo | — 


o que completa a demonstração. 


. Supondo, sem perda de generalidade, x > y > z, use a desigualdade 


de Chebyshev para concluir que a expressão do enunciado é maior ou 
igual que 
(E) ewe 
3 (x+ D(y+ D(z+1) 


Em seguida, aplique a desigualdade de Chebyshev ao primeiro fator 
e a desigualdade entre as médias ao segundo fator para concluir que 


. ne . 2 A ; 3 
a última expressão acima é maior ou igual que an onde t = t(x E 
y+z). Por fim, use a desigualdade entre as médias para concluir que 
E 3 3 
t > l e, em seguida, prove que t > s => l a a 


(t1)? = (s+1)?: 


Para obter a primeira desigualdade, aplique a desigualdade de Chebyshev 


ao primeiro somatório, seguida do resultado do corolário 7.11. Para 
a segunda desigualdade, utilize a desigualdade entre as médias arit- 
mética e quadrática. 


Suponha, sem perda de generalidade, que a <a < --- < apn e€ 


arranje tais números em n pares (b1,c1), (b2, c2), ..., (bn, Cn), com 


bi <ba <- < bpe b; < cj, para todo j. Queremos maximizar 


S = bici + b22 + -< + bnCn. 
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Para isso, vamos mostrar que cı < C2 < -+--+ < Cn. De fato, se a 
sequência (c;) não for não decrescente, existirão índices i > j tais que 
ci < cj. Neste caso, trocamos as posições de c; e cj em S, após o que 


a nova soma será 
S =S= bos b;c; + bic; + b;c; = S + (bi — b;)(c; — G) S. 


Logo, a soma será máxima quando cı < c2 < --- < cn. Finalmente, 
observe que, para todos 1 < j, temos b; < ci < cj. Suponha que, para 
algum par à < j, tivéssemos b; < c;. Neste caso, trocamos c; por bj, 
de modo que a nova soma seja 


Sº=S— D;C; — bici -+ b;b; + CGC; = S + (b; — c;)(b; — G) = 5. 


Portanto, devemos ter, para todos i < j, bi < ci < bj < cj. Em geral, 
teremos 
bi < c1 < b2 < c2 < +e < bn < en. 


Logo, a soma máxima é ayas + agau + --- + Gon-109n. 


Adapte, ao presente caso, a ideia da prova da desigualdade do rear- 
ranjo. 


Para o item (a), basta ver que 
alz +y —a)-— xy = (ax — xy) + a(y — a) = —z(y — a) + aly — a) 
= (y — a)(a — x) > 0, 


uma vez que y > a > z. Quanto ao item (b), queremos provar que, 
dados n > 1 e reais positivos £1,..., £n, tem-se sempre 


MA (z1,... a) > MG (O ese sii); 


onde MA e MG denotam respectivamente média aritmética e média 
geométrica. Para isso podemos supor, sem perda de generalidade, 
que 1x1 < +- < £n, com 74 < Tn. Seja ainda a = MA (z1,..., £n). 
Segue que zı < a < £n. Imitando a prova do item (a), obtemos 
a(£ı + £n — a) > £1£n, de modo que 


MA (r1 F ta 0 fers n-a) = MA sa cas inl in) 
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MG (ar F fn 0 petna) > MG (Titores Enei Tn): 
Se os números Tı tTn — 4, T2,...,Zn—1,4 forem todos iguais, teremos 
MA (Sitin a neal = MO tena e na) 
e, daí, 
MA (21,%2,...,%n-1,6) > MG (z1, £2, ... ,£n—1;0). 


Senão, ordenamos tais números como yı <--: < Yn, COM Y1 < Yn. 
Como MA (y1,..., Yn) = a, segue que yı <a < yn. Trocando agora 
Yı POr Yı + Yn — à €e Yn por a obtemos, como acima, 


MA (yı F Yn — 40, Y2;... Yn-i;a) = MA (Y1, Y2, e. ,Yn—1; Yn) 


e 

MG (y1 + Yn — 0,42... Yn-1,0) > MG (y1, Y2,- -< , Yn—1, Yn). 
Veja que, dentre os números y1 + Yn — 4, Y2, . . - , Yn—1,@ há ao menos 
dois iguais a a. Se os números yı + Yn — 4, Y2, . . . , Yn—1, a forem todos 


iguais, teremos 


MA (y1 + Yn — a, Y2, -< , Yn-1, 4) = MG (y1 + Yn — Q, Y2,- - - , Yn—1, A) 


e, daí, 


MA (Y1, Y2, e. Une Un) = MG (Y1, Y2, e. Unis Un): 


Senão, operamos uma terceira troca, como acima. Observe que esse 
algoritmo termina após um número finito de passos, quando todos 
os números de nossa lista serão iguais a a. Quando isso ocorrer, as 
médias aritmética e geométrica dos números serão iguais. Mas, como 
cada operação que fizemos preserva a média aritmética e aumenta a 
média geométrica segue que, inicialmente, tínhamos 


MA (£1, £2, sey E ROO > MG (£1, T2, ANN nc): 
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14. Faça a prova por indução sobre n > 1 inteiro. Para o passo de 
indução, basta provar que | 


2 a? 2 
(1+ a ) (1+) > (1+) (ETA 
An+1 aj aj 


ou, equivalentemente, que 


2 

9 1 > 1 as 

An+1 da an ` . 
ai An+1 q1 


Por fim, observe que tal desigualdade é uma aplicação imediata da 
desigualdade do rearranjo. 


15. (Por Emanuel Augusto de Souza Carneiro.) Façamos uma prova por 
indução sobre n, deixando o caso inicial n = 3 como exercício. Mais 
precisamente, mostremos que, a fim de maximizar a expressão do 
primeiro membro, um dos x;'s deve ser igual a O, com o quê recairemos 
na hipótese de indução. Para tanto, seja 


Dai 2 2 2 
E(x1, £2, pels aneia) = T112 T TL3 T T34 goen Tnt- 


e suponha que a expressão assume seu valor máximo? para alguma 
sequência (z1, 2, ..., Zn) tal que nenhum dos x;'s é igual a O. Subs- 
“tituindo £n—1 por 0 e x; por 14 +£n—1, obtemos uma nova expressão, 


a qual é menor ou igual que a original, i.e., é tal que 


0 > E(x1 + Tn—1, T2,- 0, £n) E Ei os i Eneida) 


Dm 2 2 2 2 
= Db de RE a q 7 1 SON T Anit SRD AR, a CR DE 


Dividindo esta última expressão por £n—1, obtemos 


| 2 2 
Ze 05 ind ua DAE 0: 


2 Aqui, estamos supondo, implicitamente, que existe uma sequência 
(£1, £2,..., £n), tal que z1 + £2 +: + zn = 1 e E(z1,£2,.. 


Apesär desse fato poder ser provado rigorosamente, uma tal demonstração foge ao 


., Zn) é máximo. 


escopo dessas notas, de forma que não a apresentaremos aqui. 


17. 
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Executando, de maneira análoga à acima, as operações de troca 
Di 1+0 8 Taa ar ari; 


paral<i<n (com zo = £n € Ln4+1 = 41), obtemos as desigualdades 


2 2 
2ta a Fuata Rb CO, ad A RO 
para 1 < i < n. Somando todas estas expressões, chegamos à desi- 
gualdade 


n 

X atait oasa; 

i=1 
o que é um absurdo. Logo, a fim de que a sequência (£1, £2,..., Zn) 
maximize a expressão E(x1,%x2,...,%n), ao menos um dos x;'s deve 


ser igual a 0. Suponha, sem perda de generalidade, que x, = 0. Então 


Emax = E(zx1, £2, pos Edo) 
= ixo + x? 2 2 
= L1 T2 + XX + L3L4 + +H LT 2Yn-l 
2 2 2 2 2 
< tit Loba sda tet Batni E La Ti 
4 
< ogm)? 
27 


onde, na última desigualdade, utilizamos a hipótese de indução.) 
Faça A; = b;/a;, para 1 < j < n, e conclua que 
bi+: --+bn > at tar & a(A—D-Has(As— D+ --+an(An—1) > 0. 


Em seguida, aplique a desigualdade de Abel para concluir que 
X as(A;—1) > a1 . min (AY EEEE A E E e 
j=1 


Por fim, use a condição do enunciado e a desigualdade entre as médias 
para mostrar que à +--+ Ap 2 k. 
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APÊNDICE A 


Glossário 


APMO: Asian-Pacific Mathematical Olympiad. 
Áustria-Polônia: Olimpíada de Matemática O E 
BMO: Balkan Mathematical Olympiad. 

Baltic Way: Baltic Way Mathematical Contest. 


Crux: Crux Mathematicorum, periódico de problemas da Sociedade 
Canadense de Matemática. 


IMO: International Mathematical Olympiad. 


Israel-Hungria: Competição Binacional Israel-Hungria. 


9732 


2TA 7 7 ë Glossário 


Miklós-Schweitzer: Miklós-Schweitzer Mathematics Competition (a 
principal competição universitária de Matemática da Hungria). 


NMC: Nordic Mathematical Contest. 

OBM: Olimpíada Brasileira de Matemática. 

OBMU: Olimpíada Brasileira de Matemática para Universitários. 
OCM: Olimpíada Cearense de Matemática. 

OCS: Olimpíada de Matemática do Cone Sul. 

OIM: Olimpíada Ibero-americana de Matemática. 

OIMU: Olimpíada Ibero-americana de Matemática Universitária. 
ORM: Olimpíada didi de Matemática. 


Putnam: The William Lowell Mathematics Competition (a principal 
competição universitária de Matemática dos Estados Unidos). 


“Torneio das Cidades: The Tournament of the Towns (olimpíada 
intermunicipal mundial de Matemática). | 
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